Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



Wo*l^,aS7«•"?? 



I 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



> 






o 



THEORIE UND ANWENDUNG 



DER 



ELEMENTARTHEILER 



VON 



Db. P. MUTH. 



ti 




LEIPZIG, 

VERLAG VON B. G. TEUBNER. 

1899. 



. ^> r.^ l."b"1?li,Qq 



/ -^\>Ar^^ U>'^v yUV-^-^-X 



^ .* 



ALLE RECHTE, 
EIKSOHLIESSLICH DES ÜBEBSETZUNGSBECHTS, VOBBEHALTEN. 



Vorwort. 



Das Erscheinen dieses schon vor geraumer Zeit angekündigten 
Buches wurde leider durch Krankheit des Verfassers erheblich ver- 
zögert. Dass sich innerhalb dieser Zeit manche Anschauungen des- 
selben geändert haben, wird man begreiflich finden; indessen wurde 
doch das in der Voranzeige entworfene Programm mit ganz geringen 
Modifikationen ausgefOhrt 

Was die Gesammtanlage des Buches anbelangt, so musste^nach 
meiner Ansicht in einem Specialwerke über Elementartheiler den 
algebraischen und den arithmetischen Methoden möglichst gleichmässig 
Rechnung getragen werden; zeigen sich einerseits die letzteren als 
weittragender imd so für die Weiterentwickelung unserer Theorie 
bedeutimgsvoUer, so sind andererseits die ersteren in hohem Maasse 
geeignet, zu einem tiefen Eindringen in das innere Wesen der hier 
obwaltenden Verhaltnisse zu führen, und daher zugleich auch didaktisch 
von grossem Werthe. 

Ohne auf Einzelheiten der Darstellung einzugehen, bemerke ich 
nur, dass wohl kein Zweifel darüber herrschen konnte, auf welche 
Weise bei der Entwickelimg der sogenannten Weierstrass'schen 
Theorie vorzugehen war, nachdem Weierstrass selbst gelegentlich der 
Herausgabe seiner gesammelten Werke darauf hingewiesen hatte, dass 
die in seiner grundlegenden Arbeit vorhandene Lücke am Zweck- 
massigsten durch die Untersuchungen des Herrn Frobenius in den 
Sitzungsberichten der Berliner Akademie von 1896 ausgefüllt werde. 
Die Schwierigkeit der Eronecker'schen Arbeiten über singulare 
Schaaren ist bekannt; hier war Vieles strenger zu begründen und 
manche Lücke auszufüllen. 

Eine Scheidung des Buches in einen theoretischen und einen die 
Anwendungen umfassenden Theil äusserlich herbeizuführen, wurde 
nicht versucht und wäre der ganzen Anlage desselben nach überhaupt 
auch kaum durchführbar gewesen. Dazu kommt, dass je nach dem 
Standpunkte, den man einnimmt, zuweilen der gleiche Gegenstand 
einmal als Theorie, einmal als Anwendung aufgefasst werden kann. 

So zahlreiche Verwendung die in diesem Buche gegebenen Sätze 
über Elementartheiler ganzzahliger Systeme auch in der Zahlentheorie 
finden, so war es doch unmöglich, hier einen Gegenstand herauszugreifen, 
der ein in sich abgeschlossenes Ganze gebildet und zugleich ein 
prägnantes Beispiel für die Bedeutung derselben für diese Disciplin 
geboten hätte; doch darf in dieser Hinsicht wohl ausser auf die in der 



IV Vorwort. 

Einleitung erwähnte Literatur auf Herrn Bachmann 's Zahlentheorie 
(4. Theil, I. Abtheilung, Leipzig 1898) hingewiesen werden. 

Aehnliche Schwierigkeiten, wie die eben aufgeführten, machten 
sich im Gebiete der linearen Differentialgleichungen bemerklich. Lidessen 
war es hier möglich, eine kleinere, von Weierstrass selbst herrührende 
Anwendung zu geben, die für viele Arbeiten über Systeme von linearen 
Differentialgleichungen vorbildlich geworden ist. 

Dagegen standen wohl abgegrenzte geometrische Anwendungen 
in grosser Menge zur Verfügung. Will man sich aber bei diesen nicht 
in endlosem Wiederholen von Einzelheiten erschöpfen, sondern eine 
umfassende und wirklich wissenschaftliche Darstellung bieten, so muss 
man, dem Vorgänge von Herrn Segre folgend, fast durchweg die 
Betrachtungen im n-dimensionalen Räume vornehmen. Auch bei der 
im Buche durchgeführten Klassifikation der Gollineationen musste sich 
der Verfasser zu diesem Vorgehen entschliessen; doch glaubt derselbe 
dadurch dem Anfönger keine besonderen Schwierigkeiten bereitet zu 
haben. Derselbe wird nach einander n»l, 2 und 3 setzen und so zu den 
gewohnten Vorstellungen kommen; ausserdem kann derselbe an die 
ftlr die Fälle n » 1, 2 und 3 überall angegebenen Normalformen direkt 
anknüpfen. Wie man sieht, nimmt die exakte Ausführung einer 
einzigen geometrischen Anwendung schon einen bedeutenden Raum in 
Anspruch, weshalb ich mich auf dieselbe beschränken musste. Doch 
kommt es wohl auch nicht auf die Zahl solcher Anwendungen an, 
sondern darauf, an einem geeigneten Beispiele das sonst überall ver- 
wandte Prindp klar darzulegen. — 

Von Anfang an hatte sich mein Unternehmen des besonderen 
Interesses einer Reihe hervorragender Kenner der Elementartheiler zu 
erfreuen; namentlich waren es die Herren Professoren Frobenius, 
Gundelfinger und Hensel, die, mit dem Gegenstande innigst ver- 
traut und die Schwierigkeit seiner Bearbeitung wohl erkennend, stets 
bereit waren, mir ihre Unterstützung zu Theil werden zu lassen. Ihnen 
auch an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank zu sagen, ist mir eine 
angenehme Pflicht. Herrn Professor F. Meyer, der die Zusendung 
der Correcturbogen gütigst gestattete, verdanke ich eine Reihe werth- 
voUer Literaturnachweise. 

Schliesslich muss ich noch erwähnen, dass die Verlagsbuchhandlung 
meinen Wünschen betreffs der Ausstattung des Buches stets auf's 
Bereitwilligste entgegenkam. 

Osthofen (Rheinhessen), 29. Mai 1899. 

F. Muth. 
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Einleitung. 



Sowohl in der AnalysiS; als auch vomehmlich in der analytischen 
Geometrie tritt uns häufig das algebraische Problem entgegen , zum 
guadratische Formen q> und ^ van je n Vomabden durch eine lineare 
SubstUtdion gleichzeitig in eine einfache oder hanonische* (Normal') Form 
überzuführen. Man denke z. B. nur an das analytisch-geometrische 
Problem des Falles n — 3 oder n = 4, wenn es sich darum handelt, 
zwei Kegelschnitte derselben Ebene oder zwei Flachen zweiter Ordnung 
auf ihre gegenseitige Lage zu untersuchen. Bekanntlich ist bei der 
Lösung des Problems das Verhalten der Determinante der durch 9 
und if bestimmten Schaar ^iq> + X^t quadratischer Formen von aus- 
schlaggebender Bedeutung. Ln allgemeinen FaUe^ wo diese Deter- 
minante nicht identisch verschwindet und in n (nicht nur um eine 
Eonstante) verschiedene Linearfaktoren zerlegt werden kann**, bietet 
dasselbe keine nennenswerthen Schwierigkeiten, und seine Losung ist 
schon lange bekannt; man kann nJadann beide Formen gleichzeitig cds 
Aggregate von Quadraten n unabhängiger linearer Formen darstellen.*** 
Ganz anders aber liegt die Sache, wenn die Determinante der Schaar, 
- die wir zunächst stets als nicht identisch verschwindend voraussetzen -, 
nicht in la/uter verschiedene lineare Faktoren zerföllt. Alsdann haben 
wir eine Reihe verschiedener Fälle zu unterscheiden, und zwar kommt 
es darauf an, ob und wie oft ein mehrfsu^her Theiler jener Determinante 
gleichzeitig in allen Subdeterminanten (n — l)****, (n — 2)*^ u.s.w. Grades 

* Yergl. über den BegrifiP „kanonische Form^* die treffenden Bemerkungen 
Eronecker's: Ueber Schaaren von quadr. Formen, Berl. Monatsb. 1874, S. 72 
(Ges.W. Bd.I, S.367). 

** Dass dieses wirklich der allgemeine Fall ist, bedarf des Nachweises. 
Yergl. Weierstrass, Ueber ein die homogenen Funktionen betr. Theorem, Berl. 
Monatsb. 1868, S. 208 (Ges. W. Bd.I, S.288). 

*** Hier sind wohl Cauchy, Sur Fäquation, k Taide de laquelle on däterm. 
les inegal, s^colaires des mouvem. des planstes, Exercis. de math. (29) FV, S. 140 ff. 
und Jakobi, De binis quibusl. function. homog. sec. ordin. etc., Grollens Joum. 
(34) Bd. 12, S. Iff., in erster Linie zu nennen. (Die eingeklanmierten Zahlen be- 
deuten hier und im Flgdn. die beiden letzten Ziffern des Erscheinungsjahres des 
betr. Bandes.) 



Vm Einleitung. 

derselben auftritt. In den einfachsten Fällen n = 2, n = 3 sind die 
sich hier bietenden Möglichkeiten vielfach untersucht ^^ und auch f&r 
den Fall n » 4, der sich schon complicirter gestaltet, hat z. B. 
Sylvester** dreizehn verschiedene Fälle aufgezahlt. Die Untersuch- 
ungen desselben erwiesen sich aber nicht als ausreichend, wenn die 
Formen <p und ^ von beliebig vielen Yariabelen abhängig sind, und 
vcT JUem fehUe es noch an der Beantwortung der IVage, ob die Auf- 
eählwng der verschiedenen hei gegebenem n möglichen Falle eine voür 
ständige sei. 

Da gelang es K. Weierstrass, nachdem er schon 1858 in einem 
speciellen Falle der Lösung des allgemeinen Problems nahe gekommen 
war***, 1868 in seiner berühmten, fS/r die Theorie der ElementaHiheiler 
grundlegenden Arbeit: „Ueber Schaaren bilinearer und quadratischer 
Formen ^'t nicht nur für zwei quadratische, sondern auch für zwei 
bilineare Formen. 9), ^ beliebig vieler Variabelen das Problem der gleich- 
zeitigen Transformation zweier Formen auf eine kanonische Form bei 
beliebigem Verhalten der Determincmte der durch die beiden Formen be- 
stimmten Schaar zu lösen und eine Methode anzugeben, die bei ge- 
gebenem n sich darbietenden Falle erschöpfend aufzuzählen. 

WeierstrasB erreicht dieses dadurch, dass er die Determinante 
I A^ 97 + ^s ^ I der Schaar X^tp + X^if in besonderer, durch das Auftreten 
der einzelnen Linearfaktoren von | A^ 9^ + ^t, ^ | in den Subdeterminanten 
(n — 1)*^, (n — 2)*®" . . . Grades dieser Determinante bedingten Weise 
in Faktoren zerlegt (1); er nennt jeden solchen Faktor einen Elementar- 
theiler der Determinante der Schaar und zeigt zunächst, dass diese 
Elementartheiler (im Allgemeinen irrationale) Invarianten der Schaar 
sind. Dabei muss indessen hervorgehoben werden, dass die Elementar- 
theiler begrifflich schon in der obeu citirten Arbeit Sylvester's bei 
den Fällen n « 3, 4 auftraten, und dass Sylvester auch die Li- 
variantennatur derselben erkannt hatte, tt 

Weierstrass führt nun die Formenschaar durch lineare Sub- 
stitution in eine solche reducirte Formenschaar über, deren Bau im 

* Man vergl. irgend ein grösseres Lehrbuch der analjt. Geom. 
** Sylvester, Enum. of the cont. of lines and surf, of the sec. ord. n.s.w., 
Phil. Magaz. (51), 4. Serie vol. 1, S. 119. Eechnet man den Fall mit, wo qp und ^ 
nur um eine Eonstante verschieden sind, so hat man 14 Fälle zu unterscheiden. 
Vergl. 66 (die stark gedruckten Zahlen bedeuten die Artikelnummem dieses Buches). 
•*♦ Weierstrass, Lc.S. 207fi. (S. 2S8ff.) 
t Weierstrass, Berl. Monatsb. 1868, S. 310 ff. (Ges.W.Bd.n, S. 19ff.) 
tt Vergl. F. Meyer, Bericht über den gegenwärtigen Stand der Invarianten- 
theorie, Jahresb. der deutsch. Math.-Verein. von 1890—91 (92) Bd.I, S. 87. (Siehe 
auch Noether, J. J. Sylvester, Math. Ann. (98) Bd. 60, S. 138ff.) 



Einleitung. IX 

WesenÜichen von den Elementartheilem der Determinante | A^ 9 + ^ ^ { 
abhängt. Daher kann man, wenn die Elementartheiler von \^(p + ^^t\ 
bekannt sind, diese reducirte Schaar von verbaltnissmässig einfacher 
Gestalt sofort angeben, d, h. man hmn eine TumonUche Form des Paa/res 
% ^ sofort hinsdireß)en. 

Weiter aber: Stimmen für zwei Schaaren die Elementartheiler 
ihrer Determinanten überein, so sind sie zur selben reducirten Schaar 
äquivalent, mithin auch unter sich. Die üebereinstimmung der 
Elementartheiler ihrer Determinanten ist daher nicht blos die noth- 
wendige^ sondern auch die hinreidiende Bedingung für die Aequivalenz 
zweier Formenschaaren. Auf diese Weise hat Weierstrass sein be- 
kanntes Theorem über die AegumüeM eweier Formenschaaren bewiesen 
(s. § 6 und § 9 dieses Buches). 

Endlich aber zeigte Weierstrass, anknüpfend an seine reducirte 
Schaar, dass man Formenschaaren bilden kann, deren Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. Dadurch gerade sind wir in 
Stand gesetzt, die kanonischen Formen der von einer gegebenen An- 
zahl von Yariabelen abhängigen Formenpaare systematisch und ver- 
ständig anzugeben (§ 7 und § 9), und so erwächst aus der Weier- 
strass'schen Theorie ein Jdassifikatorisches Princip ersten BangeSy das 
besonders in der Geometrie die ausgiebigste Yerwerihung gestattet. 

Es ist daher nicht zu yerwundem, wenn die Mathematiker sich 
desselben sofort bemächtigten, und zwar war es wohl zuerst F. Klein, 
der dasselbe (1868) in seiner Inauguraldissertation zur Klassifikation der 
Liniencomplexe 2*^ Grades verwandte.* Dieser geometrischen Än^ 
tcendung der Weierstrass'schen Theorie folgten zahlreiche andere, wie 
man aus der S. 223 zusammengestellten Literatur ersehen kann. 

Eine schöne Anwendung seiner Theorie im Gebiete der linearen 
Differentialgleichungen gab Weierstrass selbst** (§ 16), an welche 
Arbeit sich eine Reihe anderer, von Hörn, Sauvage u. s. w., an- 
schliesst.*** Besonders wichtige- Yerwendimg finden die Elementar- 
theiler im zuletzt betrachteten Gebiete auch in der Theorie der 
Fundamentalgleichung, ein Gegenstand, den Heffter in seinem Buche 
über lineare Di£Perentialgleichungen eingehend behandelt hat.t 

* F. Klein, üeber die Transformation der allgemeinen Gleichung 
2ten Grades zwischen Liniencoord. auf eine kanonische Form, Inaug.-Diss., Berlin 
1868 [abgedr. in Math. Ann. (84) Bd. 28]. 

•• Weierstrass, Ges. Werke Bd. 11, S. 76 ff. 
••• Vergl. die S. 198 citirte Literatur, 
t L. Heffter, Einleit. in die Theorie der lin. Differentialgl. mit einer 
unabh. Yariab., Leipzig 1894, £ap. IX ff. Daselbst findet man auch die auf diesen 
Gegenstand bez. Literatur. Siehe auch S. 198 d. B. 
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Bemerkenswerth ist schliesslich , dass die Weierstrass'schen 
Elementartheiler durch Maurer eine interessante Verwendung in der 
Gmppentheorie gefunden haben* 

Neben diese Bestrebungen, die Weierstrass'sche Theorie nach 
den verschiedensten Richtungen hin zu verwerthen, stellen sich die- 
jenigen, welche eine durchaus strenge Begründwng der Iheorie sähst 
zum Ziele haben. Die Weierstrass'schen Entwickelungen zeigten 
nämlich eine LücJce, deren AusfQllung nicht gerade ganz einfach war, 
sodass sich um diesen Punkt eine ziemlich reiche Literatur gruppirt. 
Jene Entwickelungen werden nämlich erst dann correct, wenn der 
Nachweis erbracht werden kann, dass jede reguläre Subdeterminante 
eines Systems ganzer Grössen (3) mindestens eine reguläre Deter- 
minante als Subdeterminante enthält. Dann erst kann eine gewisse 
von Weierstrass vorgenommene, die Jakobi'sche Transformation 
der Schaar vorbereitende Umformung der zu reducirenden Schaar stets 
mit Sicherheit ausgeführt werden. Da dieser Beweis zunächst nicht 
erbringlich war, so schlug Stickelberger** (1874) ein indirektes 
Verfahren ein, um darzuthun, dass jede Schaar wirklich in die 
Weierstrass'sche reducirte Schaar transformirt werden kann. Indem 
femer Darboux***(1874) und Qundelfingert(1876), welch' letzterem 
das Verdienst gebührt, die Weierstrass'sche Theorie zuerst weiteren 
Kreisen zuzüglich gemacht zu haben, jene vorläufige Umformung der 
Schaar und die Jakobi'sche Transformation gleichsam verschmolzen, 
gelangten sie zwar zu einer neuen, theilweise kürzeren Darstellung 
unserer Theorie, die, wie Stickelbergertt (1879) in einer schonen 
Arbeit nachwies, so gegeben werden kann, dass sie an Strenge nichts 
zu wünschen übrig lässt, aber auch diese Methode blieb eine indirekte, 
indem zuerst an der reducirten Schaar die Bedeutung der Elementar- 
theiler für die Reducirte nachgewiesen werden konnte, während 
Weierstrass die Elementartheiler von vornherein in die Rechnung 
einfuhrt. 



* Maurer, Münchener Berichte v. 1888, S. 108 ff.; derselbe, Crelle^s 
Joum. (90) Bd. 107, 8. 89 ff. 

^ Stickelberger, De probl. quod. ad duar. form, bilin. vel quad. transfonn. 
pertinente, Diss. inaug., BeroL 1874. 

*** Darb DUZ, M^m. sur la th^or. alg^b. des formes quadr. Liouville^s Joum. 
Jahrg. 1874, Serie II, Bd. XIX, S. 347 ff. 

fGundelfingerin Hesse, Vorles. über analjt. Geometrie des Bamnes, 
8. Aufl., Leipzig 1876, SuppL lY. 

tt Stickelberger, Ueber Schaaren von bil. xl quad. Formen, Crelle*s 
Joum. (79) Bd. 86, S. 20 ff. 
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Eronecker suchte die bewusste Lücke dadurch auszufUlen, dass 
er die Schaar einer allgemeiiien linearen Transformation mit un- 
bestimmten Eoefßcienten unterwarf *; ohne jedoch darthun zu können^ 
dass dieses Verfahren auch bei Schaaren quadratischer Formen zu- 
lassig ist. 

Da machte Frobenius^'"'' (1880) darauf aufinerksam^ dass die be- 
regte Schwierigkeit in der Weierstrass'schen Arbeit direkt gehoben 
werden konnte; Smith*^^ hatte nämlich den hierzu nothigen Hilfs- 
satz über regu^e Determinanten für ganzzahlige Systeme bereits 1861 
bewiesen^ und nun gab Frobenius a. a. 0. einen neuen Beweis des- 
selben, der mit einigen Modifikationen auch dann giltig bleibt, wenn 
man Systeme betrachtet, defen Elemente ganze Funktionen eines 
Parameters sind. Gerade darum handelt es sich aber für uns. Der 
Beweis des Hilfssatzes beruht auf arithmetischen Methoden und konnte 
spater (1894), nachdem die Eronecker'sche Reduktiont eines Systems 
ganzzahliger Elemente bekannt geworden war, noch von Henseltt 
bedeutend vereinfacht werden. Aber auch dlgd>raisch ist derselbe 
beweisbar, wie Frobeniusttt (1894) gezeigt hat, und zwar interessanter 
Weise mittelst einer Determinantenidentitat, die gerade Eronecker* 
schon 1870 gefunden hatte (5). 

Gestützt auf den Satz über reguläre Determinanten kann man 
nun die gewünschte vorläufige Umformung einer Schaar im Falle 
beliebiger bilinearer Formen durch eine blosse Vertauschung der 
Variabdenf im Falle der Symmetrie aber, wie Frobenius^ ge- 
zeigt hat, mittelst einer Reihe höchst einfacher congruenter Trans- 
fomuUionen erreichen. Dadurch ist eine, äUen Anforderungen an Strenge 
Genüge leistende direkte Begründung der Weierstrass'schen Theorie nicht 



♦ Kronecker, Berl. Monatab. 1874, S. 216 (Ges. W. Bd. I, S. 891—892). 
Yergl. auch Frobenius, üeber die Elementartheiler der Determinanten, Sitzb. 
d. Berl. Akad. 1894, S. 82. 

**■ Frobenius, Theorie der lin. Form, mit ganz. Eoeff., Crelle*s Joum. (80) 
Bd. 88, S. 116. 

^* Smith, On syst, of lin. indet. equations and congr., Phil. Transact. von 
1861 (62), S. 818; On the arithm. invar. etc., Proc. of the L. math. soc. 1878, 
Tol. IV, S. 287. 

t Eronecker, Reduktion der Systeme mit n' ganzzahligen Elementen, 
Crelle's Joum. (91) Bd. 107, S. 186—186. 

ff Hensel, üeber reguläre Determin. u. s. w., Crelle^s Joum. (94) Bd. 114, 
S. 26 ff. 

ttt Frobenius, Ueber die Elementartheiler derDet., Sitzb. der Berliner Akad. 
1894, S. 88 ff. 

a Eronecker, Crelle*s Joum. (70) Bd. 72, S. 168. 
b Frobenius, I.e. § 2. 
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» 

nur bei Schaaren büinearer, sondern (mch bei Schaaren quadratischer 
Formen möglich (§ 6 und § 9). 

Wir haben seither immer den Fall singulärer Formenschaaren 
ausgeschlossen; für solche Schaaren kann man aber die analogen 
Fragen, wie vorhin bei ordinären Schaaren, aufwerfen. Mit ihrer Be- 
antwortung hat sich Kronecker^ von 1868 an während einer Reihe 
von Jahren beschäftigt, konnte jedoch erst 1890 und 1891 zu einem 
abschliessenden Resultate gelangen.** Von besonderer Wichtigkeit, 
aber auch von besonderer Schwierigkeit ist auch hier der FaU der 
Symmetrie. 

Die Untersuchungen von Weierstrass*** und Kroneckert über 
symmetrische Formenschaaren führten nun zu dem merkwürdigen 
Ergebnisse, dass zwei äquivalente Schaaren X^q> + k^tl^ und Xj<t) + AjV 
von symmetrischen Formen stets auch congruent sind, in dem Sinne, 
dass eine in die andere durch congruentey von X^ \ X^ unabhängige 
Substitutionen übergeführt werden kann, deren Determinanten nicht 
Null sind, oder kürzer gesagt, dxxss die hinreichenden Bedingtmgen für 
die Aequivalenz zweier symmetrischen Formenschaaren zugleich diejenigen 
für die Congruenz derselben sind. Das Gleiche gilt, wenn 9 und O 
symmetrische, ^ und V aUemirende Formentt, und auch dann, wenn 
die Grundformen beider Schaaren dUemirend sindttt (§ 9). 

Den inneren Grund dieser Erscheinung vollständig aufzudecken 
gelang Frobenius (1896) in einer die ganze Theorie der congruenten 
Transformationen büinearer Formen neu gestaltenden Arbeits Dieselbe 

* Vergl. die Arbeiten desselben über Formenschaaren in den Berl. Monatsb. 
von 1868 u. 1874 (Ges. Werke ßd. I), insbesondere: üeber Schaaren v. qnadr. Form., 
Berl. Monatsb. 1874, S. 59 ff. (Ges. W. Bd. 1, S. 349 ff.) Vergl. auch Darboui, 
1. c. S. 888 ff. 

• 

** Eronecker, Algebr. Reduktion der Schaaren quadr. Formen, Sitzb. der 
Berl. Akad. 1890, S. 1225 ff.; derselbe, Algebr. Red. der Schaaren quadr. Formen, 
ebendaselbst 1890, S. 1875 u. 1891, S. 9 ff. und S. 83 ff. 

**• Weierstrass, am S. VUI, Anm. 4 citirten Orte. 

t Eronecker, in den eben citirten Arbeiten über quad. Formen. 

tt Eronecker, üeber die congr. Transf. der bü. Formen, Berl. Monatsb. 1874, 
S. 441-442 (Ges. Werke Bd.I, S.477). 

ttt Frobenius, Theorie der lin. Form, mit ganz. Eoeff., Cr eile's Joum. (79) 
Bd. 86, § 7 u. § 18. Beweis hier nur für ordinäre Schaaren. Siehe das Flgd. 

a Frobenius, üeber die congr. Transf. der bil. Formen, Sitzungsb. der Berl. 
Akad. 1896, S. 7 ff. Als besonders wichtige Arbeiten über die congmenten Trans- 
formationen der bilinearen Formen seien hier diejenigen von Voss, Abhandl. der 
kgl. Bayerisch. Akad. d. Wiss. Bd. 17, S. 256 ff.; Münch. Berichte 1889 erwähnt. 
Femer möge hier noch bemerkt werden, dass Voss gewisse Sätze von Frobenius, 
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gestattet u. A. die Hauptresultate der Krön eck einsehen Untersuchungen 
über singulare Schaaren quadratischer Formen^ sowie über congruente 
Formen* abzuleiten, ohne die mühsamen Kronecker'schen Ent- 
Wickelungen vornehmen zu müssen (§ 10). 

Wir haben eben eine Reihe von Untersuchungen über besondere 

■ 

Formenschaaren erwähnt, wozu auch diejenigen über die Congruenz 
der Formen zu rechnen sind, da hier Schaaren mit conjugirten Grund- 
formen in Betracht gezogen werden müssen (§ 10). Ohne auf die 
zahlreichen weiteren Untersuchungen über specielle Formenschaaren, 
welche auf Grund der Arbeiten von Kronecker und Weierstrass 
geführt werden können, und deren Anwendung hier naher einzugehen 
(§ 12 — 15, S. 223 Anm.), heben wir nur als besonders wichtig die- 
jenigen über solche Schaaren hervor, deren Determinanten nur lineare 
Mementartheüer besitzen; hier kann die Schaar auf dieselbe Form gebracht 
werden, wie eine allgemeine Schaar (S. 93 u. 124), was Weierstrass 
für eine Schaar quadratischer Formen mit mindestens einer definiten, 
ordinären Grundform schon 1858 in der Eingangs erwähnten Arbeit** 
nachgewiesen hatte (§ 14). Im Falle die Determinante einer Schaar 
bilinearer oder quadratischer Formen überhaupt lineare Elementartheäer 
besitzt, kann man mittelst einer auf Gauchy*** zurückzuführenden 
Methode von der Schaar diejenigen elementaren Schaaren abspalten, welche 
den linearen Elementartheilern ihrer Determinante entsprechen. Dieses 
hat Stickelbergert in einer höchst interessanten, den übrigen algebra- 
ischen Untersuchungen über Elementartheiler gegenüber eine gewisser- 
maassen isolirte Stellung einnehmenden Arbeit (1877) nachgewiesen (§ 15). 
Die Untersuchungen von Kronecker und Weierstrass über 
die Aequivalenz von Formenschaaren sind in neuerer Zeit durch 
S. Kantortt verallgemeinert worden. Während die Untersuchungen 
jener sich auf solche Formen beziehen, deren Koefücienten lineare 
Formen zweier Variabelen vorstellen, erstrecken sich diejenigen von 



Siacci, Stickelberger u. Stieltjes über Elementartheiler aas einer ein- 
zigen Determinantenidentit&t herleitete. Hierüber, sowie über den Zusammen- 
hang der Yoss^schen Arbeiten mit den betr. Arbeiten Ton Frobenius siehe 
P.Meyer, a. S. Vm citirten Orte, S. 116fF. 

• Kronecker, I.e. S. 397 ff. (S.428ff.) 

** Weierstrass, Berl. Monatsb. 1868, S. 207 ff. (Ges.W. Bd.I. S.233ff.) 

♦*♦ Cauchy, Exerc. de math. (29) IV, S. 140ff. 
t Stickelberger, üeber reelle orthog. Substitution, Progr. der eidgen. polyt. 
Schule für das Schuljahr 1877/78 (erstes Halbjahr), Zürich 1877, § 7. 

tt S.Kantor, Theorie der Aequivalenz von linearen oo^- Schaaren bilinearer 
Formen, Sitzb. der math.-phys. Klasse der k. B. Akad. der Wissensch. zu München 
von 1897(98), S. 367 ff. 
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S. Kantor auf Formen, deren Eoefficienten lineare Formen hdiAig 
vieler Yariabelen sind. Dabei entsprechen den Weierstrass'schen 
Elementartheilem gewisse invariante Zahlen, die S. Kantor als 
Elementarzahlen bezeichnet. 

Der Begri£P ,,Elementartheiler^' lässt sich mit Leichtigkeit auf 
solche Systeme von beliebig hohem Range* ausdehnen, deren Elemente 
gange Zahlen oder ga/nze Funktionen einer oder mehrerer Variabden 
beliebig hohen Grades oder ganze Grössen eines Körfers von Zahlen 
oder algebraischen Funktionen sind** (S. 19). 

Schon 1861 hatte Smith*** bei ganzzahligen Systemen Zahlen 
(Invarianten) in Betracht gezogen, die später von Frobeniust ab 
(>^Elementartheiler des betreffenden Systems bezeichnet wurden. In- 
dem man dieselben in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind, erhalt man die sämmtlichen Elementartheiler des Systems. 
Ausser Smith selbst war es namentlich Frobenius, der mit diesem 
wichtigen zahlentheoretischen Begriffe operirtett und ihn auf Systeme 
der eben beschriebenen Art ausdehnte, ttt Eine fundamentale Eigen- 
schaft der Q^'^ Elementartheiler ist die, dass für jedes System der q^ 
Elementartheiler durch den (q — 1)'^'* theübar ist, (wo g nicht grösser 
als der Bang des Systems ist), wie dies im speciellen Falle aus den 
Wei erstras s'schen Untersuchungen hervorging.* Von grösster Be- 
deutung aber wurden diese Elementartheiler für die Theorie der Com- 
Position von Systemen aus ganzen Elementen. Denn es ergab sich, 

* Irrthimlicher Weise wird die Einführung des Begriffes und Namens „Rang'* 
allgemein Kronecker zugeschrieben; Frobenius vielmehr hat, nachdem er u. A. 
schon in seiner Abhandlung „Ueber das Pfaff*sche Problem ^\ Grell e^s Joum. 
von 1877, Bd. 82, S. 230 ff., den umfassendsten Gebrauch von diesem Begriffe ge- 
macht haue, demselben später den Namen „Rang" beigelegt (Cr eile 's Joum. 
1879, Bd. 86, S. 1 u. S. 148). Eronecker, der die grosse Bedeutung dieses Be- 
griffes sofort erkannt hatte, fand auch die Benennung höchst zweckmässig ge- 
wählt und adoptirte dieselbe (Sitzb. der Berl. Akad. 1884, S. 1078). 

** Bei unserer Darstellung von Eronecker *s Untersuchungen über singulare 
Schaaren (§8 u. § 10) müsste die Erweiterung des Begriffes „Elementartheiler" 
oben an früherer Stelle erwähnt werden. Eronecker vermied es, in den be- 
treffenden Arbeiten von Elementartheilem zu sprechen, was in der Abhandlung 
in den Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. 1225 ff. so auffallend geschieht, dass 
man auf eine gewisse Absichtlichkeit schliessen möchte. 

♦** Smith, Phil. Transact. 1861(62), S. 293. 

t Frobenius, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S. 148. 

tt Frobenius, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S. 140ff.; ebendaselbst (80) 
Bd. 88, S.96ff. 

ttt Frobenius, 1. c. und Sitzungsb. der Berl. Akad. 1890, S. Slff. 

a Vergl. die S. 7 zu Satz I citirte Literatur. 
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dass der q*^ Elementartheüer eines Systems, das durch Compositum 
zweier oder mehrerer Systeme gleicher Art entstehe, ein ganzes Vielfaches 
des Q^ Elementartheäers jedes dieser Systeme ist; dieser Hauptsatz 
wurde zuerst von Frobenius allgemein bewiesen.* 

Naturgerläss wird man die Frage aufwerfen^ ob das zuletzt aus- 
gesprochene Theorem auch umkehrbar ist. In der That ist ftlr Systeme 
aus ganzen ZaJden oder ganzen Funktionen einer Variabelen die Um- 
kehrbarkeit desselben einfach nachweisbar**, dagegen ist bis jetzt noch 
nicht gezeigt worden, dass jenes Theorem sich auch in den übrigen 
Fällen umkehren lässt. (Yergl. S. 231.) 

Nehmen wir speciell an, zwei quadratische Systeme Sl und 93, 
deren Elemente lineare ganze Funktionen einer Variabelen A seien, 
hätten die Beschaffenheit, dass ihre g^^ Elementartheiler überein- 
stimmten. Dann kann nach dem eben Gesagten jedes aus dem andern 
durch Oomposition mit Systemen $, D erzeugt werden, deren Deter- 
minanten, wie sich weiterhin ergiebt, nicht Null und nicht von A ab- 
hängig sind, und zwar werden ^ und O auf rationalem Wege ge- 
funden. Da nun, wie Frobenius (1879) weiter zeigen konnte, im 
Falle die Determinanten der Systeme Sl und S3 nicht identisch Null 
sind, die Systeme $ und O rational so bestimmt werden können, dass 
nicht nur ihre Determinanten, sondern ihre Elemente selbst von X 
unabhängig sind***, so war hierdurch zum ersten Mal der Weierstrass- 
sche Fundamentalsatz über die Aequivalenz von Schaaren bilinearer 
Formen auf durchweg rationalem Wege bewiesen.! 

Die arithmetischen, auf der Eronecker'schen Reduktion basirenden 
Methoden wurden namentlich von Henseltt weitergebildet; derselbe 
zieht auch Systeme in Betracht, deren Elemente ganze oder gebrochene 
Grössen eines Körpers von algebraischen Zahlen oder Funktionen 
sind, wobei der Begriff „Elementartheiler^^ abermalige Erweiter- 
ung erfahren muss.ttt Die Hauptsätze über Elementartheiler bleiben 



* Vergl. die S. 16 zu Satz 11 citirte Literatur. 

** Vergl. z.B. Frobenius, Crelle's Joum. (80) Bd. 88, S. lU. 

*** Vorausgesetzt, dass der Eoefficient der höchsten Potenz von X in der 
Determinante von % bez. 93 nicht Null ist. Der Satz gilt dann aber auch sofort 
ohne diese Beschränkung (89). 

t Frobenius,Crelft'8Joum. (79)Bd. 86,1. c.§13. Vergl. auch Landsberg, 
üeber Fundamentalsyst. und bil. Formen, Crelle's Joum. (96) Bd. 116, S. SSlff. 

tt Hensel, Crelle's Joum. (94) Bd. 114, S.25ff.; derselbe, Ueber die Ele- 
mentarth. componirter Systeme, I.e. S. 109 ff. 

ttt Hensel, üeber einen Fundamentalsatz aus der Theorie der algebr. Funkt, 
einer Variabelen, Crelle's Joum. (96) Bd. 116, S. 264ff. 



XVI Einleitung. 

auch fQr solche Systeme bestehen (§ 18). Von besonderem Interesse 
sind hier solche Systeme, bei denen die Elemente jeder Zeile conjugirte 
algebraische Orössen des betreffenden * Korpers von algebraischen 
Funktionen einer Yariabelen sind. Man kann dann die q*^ Elementar* 
theiler rational bestimmen und mit ihrer Hilfe die Yenweigung der 
Riemann'schen Fläche^ welche zu der den Körper constituirenden 
algebraischen Gleichung gehört^ unmittelbar angeben.* Damit sind wir 
zu den neuesten fi4nJUi(mefitheoräischen Anwendungen der Elementar- 
theiler g^angt. 

* Hansel, lieber die Ordnungen der Yerzweigungsp. einer Biem an n*8chen 
Fläche, Sitzb. derBerl. Akad. 1895, S. 933ff.; derselbe, üeber die Yerzweigungsp. 
der 3- und 4 -blätterigen Rie mann 'sehen Flächen, ebendaselbst S. 1103fP. — 
Eine Heihe weiterer auf diesen Gegenstand bezüglicher Arbeiten von Fischer, 
Hensel u. Landsberg findet man in Crelle's Joum. (97) Bd. 117 u. 118. 



§ 1. Definition und allgemeine Eigensehaften 

der Elementartheiler. 

1. Sind zwei bilineare Formen 

A '^^aikXii/k, B '^^bikXiifk (i, * — 1, 2, ... n) 

von je 2n Veränderlichen x^^ x^, . . .Xn und y^, %; . • • J^n vorgelegt, 
bedeuten femer A, | A, homogene binäre, von den Xi und yi unabhängige 
Veränderliche, so wird die Gesammtheit der durch den Ausdruck 

dargestellten Formen als eine Schaar (ein Büschel) von bilinearen 
Formen bezeichnet; A und B heissen die Grundformen der Schaar, 
die Determinante 



2-- 



heisst die Determinante der Schaar. 

Die Determinante der Schaar X^A + X^B werde mit D bezeichnet; 
D ist eine homogene ganze Funktion n*^ Grades der Veränderlichen Aj | A,. 
Falls D nicht identisch Null ist, kann es daher in ein Produkt 
von n Faktoren zerlegt werden, deren jeder in X^ \ X^ homogen und 
linear ist. Analoges gilt fOr jede Subdeterminante des Systems von D* 

Nun sei D nicht identisch Null, und 

ein Linearfaktor von D, femer bedeute lg den Exponenten der hödisten 
Potenz, zu welcher erhoben p in äUm Subdeterminanten q^^ Grades 
von D enthalten ist; in 2) ist p zur Potenz l^ enthalten. 

Der Definition gemäss tritt der Faktor p^g in allen Subdeter- 
minanten Q^^ Grades auf, und zwar in mindestens einer derselben 
genau zur l^^^ Potenz. Im grössten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten q^^ Grades von D tritt abo p zur Potenz lg au£ 
Die Zahlen lg sind positive, ganze Zahlen bez. Null. 

* Eine Subdeterminante des Systems einer Determinante D wird im Folgenden 
aach kurz als eine Sabdeterminante von D bezeichnet werden. 

Math, ElemenUrthsller. 1 



2 §1,2. 

2. Für die soeben eingefülirteii Zahlen l^ besteht die Ungleichung 

(1) k+i>hy 

wenn {^ > ist. Entwickelt man juunlich eine Subdeterminante 
{q + 1)^^ Grades von D nach den Elementen einer Reihe (2ieile oder 
Spalte), so enthalt jedes Glied des Aggregates eine Subdeterminante q*^ 
Grades als Faktor; abo ist die Subdeterminante (ff + 1)*^ Grades 
mindestens durch die Iq*^ Potenz von p theilbar. Aber auch ihre 
partiellen Ableitungen nach A^ und X^ sind durch p^Q theilbar. Denn 
jede derselben stellt ein Aggregat Ton Produkten yor, deren jedes aus 
einer der Grossen ai^ bez. ba und einer Subdeterminante q^^ Grades 
von D besteht; also ist in der That {^4.1 > l^. Für 2^ -» ist selbst- 
verständlich 2^4.1 > Iq. 

Ist 2^ "* 0, so ist wegen (1) auch 

Ist daher l^^i > 0, 2^ » 0, so ist 

(2) -= Z^ =» Jj =» • • • «= 2^ < 2^ +1 < Iq+% < • • • < ?!»• 

Zufolge dieser Eigenschaft der Zahlen lg ist der grSsste gemein- 
schafiliche Theüer aUer Subdeterminanten (q + ty^ Qrades durck demr 
jenigen ääer Siibdetenninanten q^ Grades theilbar. 

Nunmehr definiren wir n Zahlen e^, 6,, . . . e» durch die n Gleich- 
ungen 

(3) C» =■ ^« — '« — 1> ^n—l ■* 2«— 1 — »11— »7 . . . 64 ■= 6j. 

Diese n Zahlen sind nach (2) positive ganze Zahlen bez. NuH. Aus (3) 

*^^* ?-=c,4-e,4---- + e„; 

also ist 

{aX^ + bl^yn « (all + 6 A,)«i(aA^ + 6A,)«* . . . (aX^ + 6^,>. 

Jeder einzelne der Faktoren, in welche soeben (aX^ + bX^y» zer- 
legt wurde, heisst ein Elementartheiler* der Determinante der 
Schaar bilinearer Formen, wenn sein Exponent von NuU verschieden 
ist. — Wir denken uns die analoge Zerlegung für jeden in D auf- 
tretenden linearen Theiler ausgeführt; alsdann wird, abgesehen von 
einem yon A^ | X^ unabhängigen Faktor, die Determinante D das Pro- 
dukt ihrer sämmUichen Elementartheüer. Sind, in ii^end einer Reihen- 
folge geschrieben, 

(oiX^ + biX^yt (< = 1, 2, . . . m; m ^ n) 

die sämmtlichen Elementartheiler von D, so ist 

Ci + Cj + Cj H h Cm == w. 

* WeierstrasB, Monatsberichte der Akademie der WiBsenBchafteii in Berlin 
(gekürzt BM), 1868, S.821. (Ges. Werke Bd.n, S.21.) 
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Die Bedeutung gerade dieser Zerlegung von D f&r die Theorie 
der bilinearen Formen kann erst an späterer Stelle zu Tage treten. 
Zunächst wollen wir hier ein Beispid fwr die Zerlegfmg einer Deter- 
fninante in Elementartheiler geben. Es sei z.B. 

B — h^Xj^y^ + biX^y^ + \x^y^ + i^x^y^ 

a^ : Ol » &i : h^. 



und nicht 
Dann ist 
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Für den Linearfaktor a^ü^ + h^X^ von D wird 

l^-S, ^5-2, ^,«1, 1,^0, 
also 

^4-=l7 ^=-l> «2=-l» «i'^O; 
zum Lineartheiler a^ X^ + h^X^ gehören also die Elementartheiler 

D^^gen gehört zu a^X^ + b^X^ nur der Elementartheiler 

d^X^ + b^X^. 
Daher ist in Elementartheiler zerlegt: 

D - (a,A, + 6,A,) (Ol A, + 6,A,) (a,A, + 6, A,) (a,A, + 6,A,). 

In unserem Beispiele haben alle Elementartheiler von D den Ex- 
ponenten 1. y 

3. Wir wollen y zu allgemeineren Betrachtungen zurückkehrend, 
den Fall näher untersuchen, wo die Elementarlheüer von D, die zu 
einem bestimmten linearen Theiler Ton D gehören, aUe den Exponenten 
Eins haben. 

Damit der {-fach in D auftretende lineare Faktor p bei der Zer« 
legung von JD in Elementartheiler stets den Exponenten 1 erhält, 
muss p in allen Subdeterminanten 

(n — !)*•** Grades von D zur Potenz Z — 1, 

(n — 2)*«* Grades von D zur Potenz l — 2, 



(n — Z + 1)***" Grades von D zur Potenz 1 

auftreten (2). Dagegen haben wegen (1) die Subdeterminanten (n 
Grades nicht alle den Faktor p. 



-t) 



tan 



1, 8—4. 

Ist umgekehrt f&r einen Linearfaktor p von D 

in— z+i — 1, 
so muss wegen (1) I«_i— und 

In—l+t ■* 2, t— i+8 -= 3, . . . Z»— 1 = Z — 1 
sein^ damit In^l wird. Dann ist aber nach (3) 

Al8o: «»=«-1 e.-.+1-l. 

Damit ein l-fach in D auflretender Linearfalctor hei der Zerlegung 
von D in Elementartheiler nur Exponenten 1 erhäUy ist nofhwendig wnd 
hinreichend j dass er im grössten gemeinschaßlichen TheHer äüer Sub- 
determinanten (n — Z + 1)'"* Grades linear enthalten sei. 

Die oben definirten Zahlen 6^ haben die fundamentale Eigenschafly 

ist. Der Beweis hierf&r wird im Folgenden erbracht werden, wobei 
sich zugleich ein neuer Beweis fär die Ungleichimg (1) ergeben wird. 
Die Zahlen lg haben also die Eigenschaft, dass nicht nur die ersten 

Differeneen «^ _ ?^ _ ^^.^ (^ -1,2,...«; ?o-0), 

sondern auch die eumten Differenzen 

Cp — 6^-1 (p«= 1,2, . ..n; 60« 0) 
niemals negativ sind. 

Indem wir im Vorhergehenden (Artikel 1 — 3) durchweg 

»•* «*■ ö* I , hk — &*o ^i ■" Vi 

setzen, erhalten wir an Stelle von Betrachtungen über bilineare Formen 

Yon 2nyariabelen Xi,x^y...Xn und y^, y^, . . . y» solche über quadrcUische 

Formen von nVariabelen x^yX^, . . .x^. Man hat überall für „bilineare 

Form'^ zu setzen „quadratische Form*^] im Uebrigen bleibt dann das 

Gesagte vollständig bestehen. Der Ausdruck X^Ä + X^B heisst also 

eine Schaar von quadratischen Formen, u. s. w. 

4. Im Vorhergehenden haben wir den Begriff „Elementartheiler'^ 

fdr solche Determinanten eingeführt, deren Elemente lineare Formen 

zweier Veränderlichen X^ \ A, waren. Dieser Begriff lässt sich aber folgender- 

massen noch heträchüich erweitem: 

Es bedeute 

|a,*| (i,Ä — 1,2, ...n) 

die Determinante eines Systems von n^ Elementen* 

^ Die folgenden Betrachtungen gelten auch für nicht quadratische Systeme, 
denn solche können durch Zufügen von Reihen mit lauter Elementen Null in 
quadratische verwandelt werden. Diese Nullreihen sind aber ohne Einfluss auf 
obige Entwickelungen. 
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diese Elemente seien jetzt entweder gönne ZaJden — die Null mit 
eingeschlossen — oder ganze FunJcHonen einer oder mehrerer Variabelen, 
Femer bedeute p im ersten Falle eine Primzahl, im zweiten eine 
lineare bez. irreduktibele Funktion. Unter g verstehen wir eine ganze, 
positive Zahl, die nicht grosser ist, als der Bang* r des Systems 
der Gik. Endlich bedeute Z^ den Exponenten der höchsten Potenz, zu 
welcher erhoben p in allen Subdeterminanten q*^ Grades des Systems 
der üik auftritt. Da jedenfalls 

(4) h^h-i (p = l,2,...r; Zo-0) 

ist [vergl. den Beweis von Ungleichung (1)], so ist jede der Zahlen 

(5) c^=Z^— Z^-i (p«=l,2, ...r) 

positiv und ganz, bez. Null. Dann heisst nach Weierstrass und 
Frobenius** jede der Grössen 

P'q (p«l,2,...r), 

f&r welche e^ nicht Null ist, ein Elementartheiler des Systems der 
Elemente atky oder auch, wenn r^n ist, der Determinante \aih\j 
p heisst die Basis, e^ der Exponent des Elementartheilers p^g vom 
e^*^ Grade. Ein Elementartheiler ersten Grades heisst auch ein linearer 
Elementartheiler.*** 

Wir werden im Folgenden allgemein den grössten gemeinschaffc- 
liehen Theiler aller Subdeterminanten 0^^ Grades unseres Systems 



* Sind nicht alle Subdeterminanten r^n Grades unseres Systems Null bez. 
identiscli Null, aber alle Subdeterminanten (r-f 1)**^ Grades, so heisst r der Rang 
des Systems der a^^ oder auch, wenn das System ein quadratisches ist, der 
Determinante |a^;^|. Ist |a,.^|«|-0 (nicht gleich NuU) bez. ={= (nicht identisch 
Null), so setzt man r^n; sind alle Elemente a^^ Null bez. identisch Null (=0), 
nimmt man r^O. (Frobenius, Grelle's Joum. [79] Bd. 86, S. 1 und S. 148.) 

** Weierstrass, I.e. und Frobenius, Sitzungsb. der Akad. derWissensch. in 
Berlin (kurz citirt: SB), 1894, S. 83. 

*** Eronecker nannte (BM1874, S.226 [Ges. Werke, S. 405]) einea.Elementar- 
theiler ersten Grades einen einfachen Elementartheiler, und demgemäss hat 
man für Cg^l von mehrfachen Elementartheilern gesprochen. Wir ziehen 
obige bequemere Bezeichnung mit Frobenius (Crelle*s Joum. [79] Bd. 86, S. 162) vor, 
die das Wort „einfach** zur anderweitigen Verwendung frei lässt. [Vergl. 6c).] 
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der Oik — auch Determinanten ö*^ Grades des Systems genannt — 
mit Da bezeichnen und, falls 6>r ist, 

gesetzt denken. Für r^n ist natürlich D« » | a,jb |. 

Der Definition gemäss steckt p in D^ zur Potenz l^, specieU in Dr 
zur Potenz Ir. Da nach (5) 

isty so erkennt man, dass Dr das Produkt sämmäicher ElementarfheUer 
unseres Systems ist (vergl. Art. 2). 

Da p ia Dg zur Potenz l^, auftritt, nach (4) aber Iq'^Iq^i ist, so 
ist sicher Dg durch Dg^i theShar, Daher sind die Ausdrücke 

ganze Zahlen bez. ganze Funktionen. Man setzt noch 

Er^l « Er^% « . . . ea i?^ « 

und nennt i? t? tp 

bez. den ersten^ zweiten^ . . . nf^ Elementartheiler* des Systems der 

aik^ oder auch, wenn r^n ist, der Determinante ja^l- 

Der Q^ Elementartheiler (ET) enthalt p zur Potenz e^. Zerlegt 

man also E^, E^.^.Er hess. in Faktoren^ die (von NüU verschiedene) 

Fotemen verschiedener PrimiJieüer sind, so erhalt man sämmßdche ET 

des Systems. 

5. Sowie nun Dg durch D^~i, so ist auch Eg durch Eg^i theil- 

bar. Denn wir werden jetzt das Fundamentaltheorem beweisen, dass 

Cg ^^^ — 1 

ist. Zuvor wir den Beweis beginnen, muss noch ein neuer Begri£F ein- 
gefOhrt werden: 

Nach der Definition giebt es mindestens eine Determinante q^^ 
Grades unseres Systems, die genau durch die Ig^ Potenz von p theil- 
bar ist. Jede Determinante g!^^ Ghrades des Systems, welche den Prim- 
theiler p genau zur Potenz lg, abo zur selben Potenz, wie der grosste 
gemeinschaftliche Theiler aller Determinanten q*^ Grades desselben 
enthält, heisst nach Frobenius^ eine in Bezug auf p reguläre Sub- 
determinante p*^ Grades des Systems. Unter den Subdeterminanten 
eines gewissen Gh*ades giebt es mindestens eine in Bezug auf eüien 

♦ VergL S. 18, Anm.** 
*♦ Frobenias, I.e. S. 82. 
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bestimmteii PrimtHeiler reguläre. Wenn im Folgenden kurz von einer 
regulären Determinante gesprochen wird, so ist stets eine in Bezug 
auf p reguläre gemeint. Bei r ^n ist die Determinante | a,jb | ftlr 
jedes p regulär. 

Wir werden nun die drei folgenden Sätze beweisen, die unter 
sich in engem Zusammenhange stehen: 

1) Jede reguläre Determincmte q*^ Grades des Systems der aik (p > 1) 
enihaU mindestens eine reguläre Determmcmte (q — ly^ Orades des 
Systems als Subdeterminante.* 

2) Jede reguläre Determina/nte (fi — 1)^ Grades des Systems der 
dih (p > 1) ist in einer regulären Determinante p^'* Grades als Sulh 
determinante enthalten.*^ 

I. Es ist stets 

(7) e^>e^-i (p-2, 3,...r), 

oder 

Zp-2Z^-i + Z^-,^0 (p«2, 3,,..r5 ?o-0); 

in Worten: 

Der p^* Elementartheiler eines Systems ist stets 
durch den (p— l)*«"* theilbar.*** 

Dass Satz I für p » 2 gilt, ist evident; denn jedes Element au 
eniJmlt p zur Potenz 2^, also tritt p in jeder Determinante zweiten 
Orades mindestens zur Potenz 21^ auf; daher ist 

und somit 

Wir nehmen nun an, es sei fOr ein bestimmtes p bewiesen, dass 
in jedem Systeme von Elementen am der oben beschriebenen Art 

(8) ei^c^^CB...^e^-i 

sei, und zeigen, dass dann fOr dieses p nicht nur e^^x ^ e^, also der 
Satz I giltig ist, sondern dass auch fib* dieses und für jedes kleinere p die 
beiden ersten Sätze 1) und 2) gelten. Da wir nun oben sahen, dass in 

^ Smith, PhiL Trans. 1861(62), vol. 161, S.818; Proc. of the Lond. math. bog. 
1878, yol.4, S. 287. Stickelberger, Crelle's Journal (79) Bd. 86, 8.88—89. 
Frobenins, ebendaselbst (80) Bd. 88 , S. 116. Hensel, daselbst (95) Bd. 114, 
8.62ff. Frobenins, SB 1894, 8.88. 

^ Hensel nnd Frobenins am znletzt genannten Ort. 

*** Vergl. ansser der unter * citirten Literatur: Weierstrass, BMI868, 
8.881, Anm. (Ges. Werke Bd. n, 8. 86). Die obigen JEntwickelungen geben wir 
nach Frobenins, SB 1894, S. 38 flg. 
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jedem Systeme ^ < ^ ist, so sind damit alle drei Sätze mit eiaem 
Schlage bewiesen. 

Gi'eifen wir, um jetzt zum Beweise überzugehen, eine Deter- 
minante Q*^^ Grades (q > 2) unseres Systems der a^ 

heraus, die nicht (identisch) Null ist. Der Primtheiler p soll im 
grossten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten ö*^ Ghrades 
von M zur Potenz la enthalten sein, in M selbst also zur Potenz lg. 
In M giebt es mindestens eine Subdeterminante (p — 2)^^ Grades, 
welche genau durch die Zn — s^ Potenz von p theilbar ist: eine solche 
werde mit T bezeichnet. Alsdann ist nach einem bekannten Satze 
über Systeme von Subdeterminanten 

(9) MT^ PS - QB, 

wo P, Qy 2J, 8 Subdeterminanten (p — 1)*^ Grades von M sind. Die 
linke Seite vorstehender Gleichung ist genau duibh die 

(llf + Vg^^y Potenz 

von p theilbar, die rechte mindestens durch die 2Z^^i^; daher ist 

Z^+ ^^ — 2 ^ 2Z^ — 1, 

oder 

Da femer die Ungleichung (8) nach Voraussetzung für jed^s System, 
abo auch für das von M, gilt, so ist 

(10) i[-K<ii-i[^'-^H^i-H^^<ie--i!i^i, 

wo Zq » zu setzen ist. Da, wie schon bekannt, 

\ — ^0 = ^8 — ^1 
ist, so gilt der auf (10) sich stützende Beweis unserer Sätze auch 
far p - 2. 

Nunmehr wollen wir irgend eine Subdeterminante unseres Systems 

der aik 

L = \a^i\ (x •= «1, «,, . . . Xp-i; ^ — Ai, A„ . . . Ap-i) 

vom Grade p — 1 mit der Determinante M in Beziehimg setzen. 
Aus L geht dadurch eine Determinante q^^ Grades 

hervor, dass man die Zeile und Spalte, in welcher das Element a^y 
von M steht, zu L hinziminunt. Gehort das Element a^, einer Reihe 
von L an, so ist Xr^y»0 zu setzen. 
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Dann gilt nach Kronecker* die Identität 

Entwickelt man die linke Seite derselben nach Potenzen yon L^ so 

kommt: 

(11) JJM « Iß-^M^ + L^-^M^ + . . • + Jlf^, 

wobei Mo (<T » 1, 2^ . . . p) homogene Funktionen c*^ Ghrades der 
Grossen L^r bedeuten, deren Eoefficienten Subdeterminanten (jf — ej^ 
Grades von M sind. 



* Eronecker, Crelle'B Journal(70) Bd. 72, S.163; Frobenins, SB 1894, 
S. 84. Letzterer zeigt daselbst, dass der Kr.^cbe Satz eine Folgerung des nach- 
stehenden Satzes Yon Sylvester (Phil. Mag. 1861, 8. 279 ; Frpbenius, Grelle*s 
Jonmal (79) Bd. 86, S. 64; SB 1894, S. 242) ist: Greift man aus einem Systeme von 
Elementen a^^ eine Determinante 



U^ j I {% — X, , • • • %Q , A "^ A, , • . . ^q) 

vom ^^ Grade und eine Determinante 

8^\aßp\ (f*-/*i,...ffr5, v = yj,...vj) 

vom s'M Grade heraus und bildet die g* Determinanten 



fiV 



(p + 1)^ Grades, so ist identisch 






a 



'*i»^ 



♦=ii»i,...if, y 



a 



*/)»^ 









a 



*ii ^« 



• x^.\. 



a 



*/*ii^p ®/«ii»i 



• • • • 

• • • . 



Für den zweiten Faktor rechts wollen wir kurz 



a 



a. 






schreiben; femer sei specidl 9 » 9 -f 1* ^sam wird, wenn wir weiter voraassetzen, 
dass P und S keine Reihe des gegebenen Systems gemeinsam haben, fclr 



>y 



(f* = Mli---f*fi »' = «'ll---»'c)t 



P zu P«y — -Pfl-«,! iiiJ^d somit unsere vorstehende Identität zu 



P — Pa | = P<^ 



a^j a. 



'Hl 







Der zweite Faktor rechts ist aber Null, weil in dieser Determinante 
(2 9 -f 1)**^ ^^^^B alle Elemente Null sind, welche die letzten Q-i-l Zeilen mit 
den letzten 9 -f ^ Spalten gemeinsam haben. Also ist 

und das ist die Kronecker' sehe Identität. Haben P und S B.eihen gemein, so ist 
durch wiederholtes Hinschreiben von Beihen ein System zu schaffen, wo dies 
nicht mehr der Fall ist. Dadurch ergiebt sich sofort die oben angegebene dies- 
bezügliche Yorschrifb. 
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Der Primtheiler p sei in X zur I^otenz l und im grSssten gemein- 
BchafbUchen Theiler aller Determinanten £^, zur Potenz V enthalten. 
Also enthält L^^^Mq den Faktor p mindestens zur Potenz 

XrC M enthalt p genau zur Potenz 

qI + Iq^ Tq. 
Nun ist 

wegen (10) aber 

Z|^— (f — Z^— a— 1^^^ — 1(1—1 (<y = 0, 1, . . . (> — 1), 

mitliiTi 

(12) Ta + l-T^^(?'-i)~(?i-Zj.O ((f-0,l,...p-l). 

Wir behaupten nun, dass 

(13) V-^l^V^-lJi^i 
ist. Denn wäre 

so wäre nach (12) 

Ta + l— 'ra>0, 

also 

ra+i>ra (<y « 0, 1, . . . p — 1) 
oder 

t^^ > T^— 1 > . . • > 1^1 > Tq. 

Nun enthält aber die linke Seite von (11) den Primtheiler |> genau 
zur Potenz r^, also kann ihn nicht jedes Qlied der rechten Seite zu 
einer höheren Potenz enthalten. Also gilt die Beziehung (13)^ die 
man auch schreiben kann 

(14) li + l^li-i+V] 

bedeutet nun l' den grossten gemeinschaftlichen Theiler aller Super- 
determinanten* von £, so ist sicher 

und somit wegen (14) 

* Damit haben wir den wichtigen Satz gewonnen: 

3) Das Produkt etoeier Determinanien q*^ und (q — 1)^ Orades 8^ 
bejs. 8^^i eines Systems ist theilbar durch das Produkt am dem grSssten 
gemeinschaßichen Theiler aUer Subdeterminanten (q — 1)'*» Grades von 8g 
und dem grossten gemeinschaßichen Theiler aUer Superdeterminanten 
p'** Grades von S^^i.** 

* Ist B eine Snbdeterminante Ton Ä^ so heisst Ä eine Snperdeterminante 
von B. 

** Der Satz läset sich noch yerallgemeinem. Vergl. Frobenius, 1 c. S. 85. 
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Mit Hilfe dieses Satzes kommen wir rascli ans Ziel. Wir wählen 
jetzt fOr L und M reguläre Determinanten (p ~ 1)^*^ bez. q*^^ Qrades 
unseres Systems. Dann ist ^.'; ^ . 

und (14) geht in Z - Z^-i, «^ - l^f 

über; femer ist " 

Aus den beiden ersten der drei letzten Ungleichungen folgt 

und somit ist wegen der dritten 

Analog findet xnaa ^,^^^ 

Damit sind eiber die Sätze 1) und 2) fikr den Idrachteten Werth 
van Q und fwr jeden Meineren leunesen. Nach Satz 1) ist ferner^ da M 
regulär ist, i^-,-Z,^„ 

und deshalb wegen (10) 

oder 

Damit sind unsere Sätze l)y 2) und I allgemein "bewiesen. 

6. Die Bedeutung der Sätze 1) und 2) für die Theorie der ET 
wird im Folgenden erst zu Tage treten; in Satz I dagegen haben wir 
einen ersten Fundamentalsatz Ober Elementartheiler gewonnen. Wir 
werden aus ihnen zunächst einige Folgerungen ziehen: 

a) Ist von den Zahlen {|, ^. . . Ir die Zahl {^> 0, aber Z^^i » 0, 

so ist nach (4) auch 

Z^-.j=» Z^— 8-» ... — Zj — 0; 
da nach Voraussetzung 7 _ 7 >». o 

ist, so sind nach Satz I auch 

von Null verschiedene, positive ganze ZahleiL Die Differenzen . 

sind daher grosser als Null; mithin ist unter der gemachten Voraussetzung 

(15) 0-Zi-Z,- lff^i<lff<l9+i<-'<ln 

wie wir dies fOr einen Specialfall schon in 2 nachgewiesen haben 
[vergl. (2)]. Femer hat man 

(16) 6r^er-.i^---^c^>0, 

6^ — 1= C^ — j«» ••• =» 61 =» 0. 
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Zur Basis p gehören also hier die ET 

des Systems. Enthalt der r^ ET unseres Systems den Primtheiler p 
linear y so ist p ein linearer ET des Systems (4)^ und sämmtliche zur 
Basis p gehörende ET sind nach (16) ebenfalls linear. Dies tritt ein, 
wenn p, das in Dr zur Potenz Ir auftritt, in -Dr — i zur, Potenz lr—1 
vorkommt. Also gut der Satz: 

4) Damit die zwr Basis p gehörenden ET eines Systems vom 
Bange r nur Exponenten 1 haben, ist noOiwendig und hinreichend, dass 
der in aUen Determinanten r^* Grades zwr Botenz Ir auftretende Brim- 
theHer p in allen Determinanten (r — 1)**" Grades zur Botenz ir— 1 
auft?ritt. 

Ein anderes Kriterium für das Vorhandensein lauter linearer ET 
von gegebener Basis lernten wir für einen Specialfall in 3 kennen; 
dasselbe gilt auch hier und lasst sich leicht für ein System vom 
Bange r verallgemeinem. 

b) Jeder Primtheiler p, der in D^ zur Potenz Z^(> 0) enthalten 
ist, tritt wegen (15) auch in E^ auf und zwar zu einer Potenz, die 
kleiner oder gleich l^ und nicht Null ist. Jeder Theüer von Dg ist 
sonach em Theüer von E^, und umgekehrt 

c) Wie wir wissen, ist Dr das Produkt sämmtlicher ET unseres 
Systems; da nun f&r einen Primtheiler p 

Ir-l — Cr-i + Cr-2 H h ^j 

ist, so findet man mit Bücksicht auf (16) JDr—i aus den ETn 

des Systems, indem man die ET höchsten Grades p^r^ gf'r, . . , die zur 
Basis p, q. . . gehören, weglässt und das Produkt der übrigen ET 
bildet; analog findet man jDr.s u. s.w. Sind also der Bang und die 
ET eines Systems bdcannt, so kann man a/uf diese Weise die grössten 
gemeinschafÜichen Theüer D^ berechnen. Man kann aber auch a/uf 
Grund von (16) den ersten, zweiten, . . . r^ Elementartheüer sofort Äin- 
schreiben: 

Die höchsten Potenzen von p, if, . * . sind die Faktoren von Er, die 
zweithöchsten diejenigen von JE^r — i; u. s. w. So besitzt in unserem 
Beispiele S. 3 die Determinante D den ET (fhh'^^i^) dreimal, 
ausserdem den ET (^^i+2»8^); daher ist 

E^^(a,X,+ \X,)(a,k^ + b,^,), E,^ E,^{a,l,+ b,X,), E,^l. 
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Nennen wir ffi^ einen einfachen Elementartheiler*, Ea {ff » 1; 
2y...n) einen zusammengesetzten Elementartheiler des Systems 
der aiky so ist durch die Betrachtungen in 4 die Berechnung der ein- 
fachen ET aus den zusammengesetzten, durch vorstehende hingegen 
die der zusammengesetzten ET aus den einfachen gegeben. Wird von 
einem ,,ET'^ schlechthin gesprochen, so ist stets ein „einfacher^^ gemeint. 

Stinmien fOr zwei Systeme der Rang und die einfachen ET 
überein, so stimmen auch die zusammengesetzten ET beider Systeme 
überein, ebenso die grossten gemeinschaftlichen Theiler ihrer Sub- 
determinanten gleich hohen Grades. Auch das umgekehrte ist richtig. 

d) Nun eine Folgerung aus 1)1 Ist R eine reguläre Determinante 
p^^ Grades des Systems, so enthalt sie nach Satz 1) eine reguläre 
Determinante (q — 1)*^ Grades als Subdeterminante, letztere hat wieder 
nach 1) eine reguläre Determinante (g — 2)*** Grades als Subdeter- 
minante, u. s. w.; p tritt also im grossten gemeinschaftlichen Theiler 
aller Subdeterminadten ö*^ Grades von B genau zur Potenz la auf 
(tf -=» 1, 2, . . . p); die zur Basis p gehörigen ET einer in Bezug <mf die 
Basis p regulären JDetenninante des Systems der a^ sind eugleich ET 
des gegebenen Systems. 

e) Zum Schlüsse eine zweite Folgerung aus 1). Jede Determinante S^ 
vom Q*^ Grade aus den ant ist durch den grossten gemeinschaftlichen 
Theiler T^_i aller Subdeterminanten (p — 1)*^ CJrades von 8^ theil- 
bar (4). Ist Sg regulär, so enthält es den Faktor p genau zur Potenz Z^, 
jTp.i enthält ihn wegen Satz 1) genau zur Potenz {^—i, und somit 
tritt p im Quotienten ß^ 

zur Potenz , . 

Cg — ig—i^e^ 

au£ Dies besagt, d& in. E^ der Faktor p zur Potenz e^ auftritt (4): 
5) Der q*^ Elementartheiler eines Systems von Elementen aik ist der 
grösste gemeinschafUiche Theiler der Quotienten, welche man erhalt, indem 
man jede Determinante q*^ Grades des Systems durch den grossten 
gemeinschaftiichen Theüer ihrer Subdeterminanten (g — 1)'^'* Grades dividirt. 
Dieser Satz lässt den q*^ Elementarfheiler eines Systems selbst als 
einen grossten gemeinschafüichen Theiler erscheinen, während er früher 
als Quotient zweier solcher Theiler definirt wurde. Smith definirte 
zuerst den q^^ ET auf vorstehende Weise als grossten gemeinschaft- 
lichen Theiler.** 

* Nach FrobeniuB. Letzterer braucht die Bezeichnung „znsammen- 
gesetzter ET'' in anderem Sinne. Vergl. Crelle*B Joom. (79) Bd. 86, S. 168. 

♦• Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 161, S.818. Die Benennung „9*«' ET" 
flihrte Frohenius (Grelle*8 Joum. (79) Bd. 86, S. 148) ein. 
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7. Vertauscht man im Systeme der a^ parallele Reihen, so bleibt 
die Gesammtheit der Determinanten 6*^ Grades (tf » 1, 2, . . . n), welche 
man aus ihm entnehmen kann, abgesehen Yom Vorzeichen, ongeandert; 
daher bleiben der Bang r, die Zahlen Z^, e^ imd die Ausdrücke D^y E^ 
dieselben. 

Dies Torausgeschickt nehmen wir nun einmal an, dass in unserem 
Systeme „ „ 

dass also das System ein symmetrisches sei. Ueber ein solches System 
wollen wir nun mit Hilfe von Satz 2) in 5 einen fdr spätere Eni- 
wickelungen höchst wichtigen Satz ableiten.* Zunächst ftlhren wir f£lr 
solche Systeme einen neuen Begriff ein: 

Eine Subdeterminante eines symmetrischen Systems, deren Diagonal- 
elemente der Diagonale des Systems angehören, wird eine Haupt- 
unterdeterminante genannt; dieselbe ist ebenfalls symmetrisch. 

Angenommen nun unter den Hauptelementen sei kein reguläres; 
dann sei a^ ein reguläres Element. Die Hauptunterdeterminante 
zweiten Grades ^ „ ^ % 

du (^kk — Oik 

enthält dann p genau zur Potenz 21^] also ist 
wir wissen aber, dass die Ungleichung 

besteht (5). Daher muss 707 ^ 

sein, und die Determinante au ajtk — cLik ' ist sonach regulär. 

Um jetzt zu allgemeineren Betrachtungen überzugehen, nehmen 
wir an, dass die Hauptunterdeterminante 

vom {ff — 1)^ Grade regulär sei, dagegen keine der H^uptunterdeter- 
minanten if^ Grades 

Aii "=^y ± ^11^ • • • fl^.— 1,^— iöf«i 

wo i > p — 1 ist. Dann giebt es nach 2) eine reguläre Subdeter- 
minante i^ Grades 

•A^k *= ^^ ± «i^a,, . . . a^— 1,^—1 a^, 

welche A^^\ enthält. Setzen wir dann für ^ + l^f 

-^+1"*^. ± (hi^vk • • • öp— 1,9— l^i<^*»> 

so ist nach der Determinantentheorie, da in ^4.1 

* Vergl. zum Folgenden: Frobenias, SB 1894, S. 86 flg. 
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adj. au — Äkk '^^ ± ^ii^M • • • ^^-1. 9-1 ^**> 
adj. üki =» ^«, 

adj. a<» = — ^* 
ist, 

(17) ^-1^^4.1=» A4i Äkk— Aik\ 

Nun hat Aik den Faktor j> genau zur Potenz l^y An und Akk 
haben ihn zu höherer Potenz; steckt daher p in ^4.1 zur Potenz 2^4.1, 
so ist, weil J^^i regulär ist, wegen (17) 

(18) %^i+lWi^2l^, 

nach I aber , ^, * ^ >^ 

l^+i - 2^ + 2^-1 ^ 

und somit ^ ,, 

Da aber andererseits p in 2)^4.1 zur Potenz 7^4.1 und in der ein- 
zelnen Subdeterminante Aqj^i zur Potenz 2^4.1 auftritt, so ist sicher 

aus den beiden letzten Ungleichungen folgt aber 

(19) 1^4-1 « 2^4-1, 

d. h. ^^4-1 ist regulär. Femer ergiebt sich aus (18) und (19) 
Bezeichnen wir jetzt aUgemein die Determinante 

unseres Systems mit Aaa (^1*^^1)9 ^^ können wir auf Grund 
der eben angestellten Betrachtungen unser gegebenes System durch 
passende Anordnung der Zeilen und entsprediende der Spalten, ohne 
also die SymmeMe aufeuheben, in ein anderes so umformen, dass die 
Reihe der Ebiuptunterdeterminanten 

folgende Eigenschaften hat: 

6) Ist A^ nicht regulär, so sind nicht nur Aq^x und A^+i regulär, 
sondern auch 

Bq^^± a^j^a^ . . .a^-.i,^-ia^,^4-i, 

aber nicht 

Cg^^± Oll («12 . . . a^_i,^-,ia^4.i,p4.i; 

femer ist stets Ar regulär. 



16 §1,7-8. 

Falls Är-^i nicht regulär ist, so ist das zuletzt Behauptete nach 
dem Vorhergehenden, als richtig Erwiesenen, giltig. Ist aber Är—i 
regulär, und wird oben p » r, also 

u. s. w. gesetzt, so ist nach (17), da hier ^r+i » zu nehmen ist, 

wären nun die Hauptunterdeterminanten, welche Är^i enthalten, alle 
nicht regulär, so gäbe es wegen Satz 2) eine reguläre Determinante 
Äiky die rechte Seite vorstehender Gleichung enthielte p genau zur 
Potenz 2lry die linke zu einer höheren Potenz. Es muss daher eine 
reguläre Hauptunterdeterminante r^^ Grades geben, welche Ar^i ent- 
hält, u. s.w. 

Zugleich hat sich folgender Satz über ET ergeben: 

Giebt es in Beeug auf einen Primtheüer p eine reguläre Haupt- 
unterdeterminante (fi — 1)'*" OradeSy dagegen Iceine reguläre Haupt- 
unterdeterminante p*** Cfrades, welche die erstere enthalt^ soistfür Q + l-^r 

6p-i*i ^™ en» 

8» Ziehen wir neben unserem Systeme von n' Elementen an ein 
zweites von n' Elementen bn, die mit den a^ gleichartig sind, in Be- 
tracht, so erhalten wir aus beiden durch Composition ein drittes 
System von n' Elementen 

c,*— aa&i* + (ii%hk+ cuthk-i h ctinKk (», Aj — 1, 2 . . . n) 

derselben Art. Es entsteht nun die für unsere Theorie fundamentale 
Aufgabe, die eusammengesetgten ET dieser drei Systeme mit einander 
in Beziehung zu setzen. Diese wird durch folgendes Theorem gelöst: 

n. Der 6^^ Elementartheiler eines Systems, das aus zwei 
(oder mehreren) Systemen gleicher Art componirt ist, 
ist ein ganzes Vielfaches des a^**^ Elementartheilers 
jedes dieser Systeme.* 

Um dasselbe zu beweisen, bezeichnen wir allgemein den grossten 
gemeinschafUichen Theiler aller Subdeterminanten q^^ Grades des 
Systems der hiu mit £., das der Cik mit C^\ der Primtheiler p sei in 
Bq zur Potenz /}?, in C^ zur Potenz yg enthalten. Es sei ferner 

L^\lnx\ (x « Xj, . . . x^-i; k^X^y..,Xg _i) 

eine reguläre Determinante (^ — 1)^*^ Grades aus den hu und 

• Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 161, S. 820; Proc. of the L. math. soc. 1878, 
Tol. IV, S. 244. Frobenius, Grellere Journ. (80) Bd. 88, S. 114 u. SB 1894, S. 40 
n.S.42. Hensel, Crelle's Journ. (95) Bd. 114, S. 110. Obiges nach Frobenins 
a. letztgenannten 0. 
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eine reguläre Determinante q^^ Grades aus den dk.* Wegen Satz 1) 
enthalt dann der grSsste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeter- 
minanten (p — 1)*^ Grades von M den Faktor |> genau zur Potenz y^^i. 
Nun betrachte man das System 



6xi , 2. 



'"ii^^— 1 



'*i»n 



'*xin 









— 1 ^*p— XI »i • • • ^*ö— !• 



V 



7«iin 



'/*ii*'i 



%f ^ 



^/«^i »I • • • ^/«^i »^ 



• • • ^i^^»*^ — 1 

und denke sich dieses System im Artikel 5 zum Systeme der aa ge- 
wählt, nehme filr die Determinanten L und M daselbst die oben an- 
gegebenen Determinanten L und M und wende die Formel (13) an. 
Man erhält, da jetzt 

zu setzen ist, ,» ., ^ 

^ - ßü-i ^ y? "- ye-i- 

Eine Determinante Z^, hat die Gestalt 






^«i,2p_l 



'«!•» 



^«^—1,^1 • • • ^«^— l»i^— 1 ^»^^It^ 



((l = f*l, ...f»^, v-Vi,...Ve), 



ist also eine homogene lineare ganze Funktion von n Determinanten 
Hl^ Grades des Systems i^^^ [ . . hi^i bi,^ 



6», ai . . • &n, a^_i &«, V } 
wie sich wegen (20) durch Zerlegung yon Z^y sofort ei^ebt. Also 
enthält X^y den Faktor |> mindestens zur Potenz /S^, es ist 

und somit o o ^ ' 

« „ 1. „ ''^ "" ^^-* ^ y? — y?-i> 

W. Z. D. W. 



♦ Ist r^{^^ der Rang des Systems der c^^^^^^ so ist T^<^r^^ da jede 
Detenninante tf*«& Grades ans den c^^ eine lineare Form der Determinanten 
0t«A Ghrades ans den &^j^ ist (Baltzer, Determinanten, Leipzig 1881, fänfte Anfl., 
§ 6; vergl. auch 10). Ist daher ^^r^» so ist auch ^<^t^, 

Math, SltmentArthttller. 2 
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§1, 9. 



9. Lässt sich der eben gewonnene Ftmdamentaisaiz umkehren? Ehe 
wir auf diese wichtige Frage eingehen, müssen wir uns näher mit der 
Gomposition Ton Systemen befassen. Dies wird im nächsten Paragraphen 
geschehen; hier soll zuvor noch eine für spätere Anwendung wichtige 
Eigenschaft der Subdeterminanten unseres Systems der aiu (4 — 7) dar- 
gelegt werden; die früheren Bezeichnungen behalten wir bei. Seien nun 



Chtl 



Q 



a 



nv 



X 



B 



dul 



S = I au9 



vier Determinanten q*^ Grades aus den aa; die Indices v^. . .v^ können 
zum Theile mit den Indices X^ X^ übereinstinunen, ebenso die In- 
dices ^ . , . iiq mit den Indices x^ . . . x^. Ist dieses der Fall, so 
verschaffen wir uns durch wiederholtes Hinschreiben von Reihen ein 
neues System , in welchem dasselbe nicht mehr der Fall ist. Für das 
neue System sind die Grössen D^j l^ u.s.w. dieselben, wie vorher, da 
alle neu hinzukommenden Determinanten q^^ Grades (identisch) Null 
sind. Nun ist nach dem Satze von Sylvester in 5, S. 9, Anmerkung: 

0» — ^U • • • **f> V = Vi, . . . Vf), 



(20) 



P^, I = P*-i 



WO 



Pfit ^\aat\ (tf =• Xj, . . . x^, fi; r = A^, . . . A^, v) 

ist, und das System der Determinante rechts aus denen von P, Q, R, S 
in bekannter Weise gebildet ist. Setzt man nun in den Determinanten 
von (20) für a^y Null, so erhält man wie S. 9, Anmerkung, 



oder ^/*^ Ö 

(21) |Pa^v-P^.I-P^~*«B. 

Jetzt entwickele man die linke Seite von (21) nach Potenzen 
von P; es wird bei geeigneter Umstellung 

(22) P^S - Pe-i QB = (PS - QB) P?-^ 

«SiP^-i + ÄgP^-^-F'-'+fif^, 

wo iS);(g » 1, 2, . . . (>) eine Summe von Produkten aus Determinanten 
(q — s)**^ Grades aus dem Systeme von S und Determinanten g*^ 
Grades aus den P^, vorstellt. Jede von den letzteren Determinanten 
ist aber wiederum nach obigem Satze von Sylvester gleich einer 
Determinante (q + g)^^ Grades des gegebenen Systems der aik mul- 
tiplizirt mit P^"^. Also enthält 
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den Faktor p mindestens zur Potenz 

l^^^ + l^+g+ (p - 1)Z = tg (ff «1, 2, . . . q), 
wAm p in P zur Potenz l auftritt. Nun ist aber wegen I in 5 

also ^ ^^ 

Daher tritt p in (22) rechts mindestens zur Potenz 

auf. Ti-Z^_i+?^+i+(p-l)l 

a) Daher mtASS p in p o _ qj^ 

mindestem ewr Fotem Z^.i + Z^+i cmßreten* Da stets nach I 

Z^— 1+ ^^+1 ^ 2Z^ 
ist, so hat dieses Resultat nur dann Bedeutung, wenn 
igt J^-.i + Z^+i>2Z^ 

h) Ist (f^ Ty also gleich dem Bange des Systems, so unrd 

PS-QB^O* 

weil die Determinanten (r + g)*^ Grades jetzt alle Null sind. Diese 
Bemerkung kann man benutzen, um den Satz zu beweisen: 

c) Der Bang r einer schiefsymmetrischen Determinante \ctn\ ist 
stets eine gerade ZahlJ** 

Denn wäre r ungerade, so betrachte man eine Determinante 

r^e^Grades B^\a^i\ (f* - ft, . . . ^, ^ - Ai,. . . Ar) 

aus den au, die nicht Null ist. Dann wird 

Q'^\ax^\ (A « Aj, . . . Xr, f* — f*i> • • • M 
nicht Null sein, da ^ 7?/'_ ly 7? 

ist. Nach obigem Satze b) wäre dann das Produkt der Determinanten 

P-|a,.r| ' (A,A' = i„...A,) 

gleich — i2^, also nicht Null, während doch P und 8 ab schief- 
symmetrische Determinanten ungeraden Grades beide Null sind; also 
ist r gerade, w. z. b. w. 

Zum Schlüsse dieses Paragraphen bemerken wir noch, dass AUes 
in Artikel 4—9 Gesagte Wort für Wort güfig hleXbtj wen/n wvr unter 
den ane ganze Grössen eines beliebigen Körpers von (Agebraischen ZcMen 
oder Ftmktionen, unter p einen tdrUichen oder idealen Frimtheüer 
in dem betrachteten Körper yerstehen. 

• Frobenius, Crelle'a Joum. (77) Bd. 82, S.240. 
•• ProbeniuB, L c. S.242. 
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§ 2. Symbolisclies Beclmeii mit bilinearen Formen.* 

10. Wir betrachten ein System 

dm » • • dtn 



von n' Elementen Ott beliebiger, aber unter flieh gleicher Art. Die 
an brauchen also jetzt nicht mehr ganze Grössen zu sein, es können 
irgendwelche Zahlen eines algebraischen Zahlenkörpers — z. B. irgend- 
welche rationale Zahlen — oder beliebige Funktionen einer oder 
mehrerer Yariabelen, u. s. w., sein. Dieses System Ton n' Elementen 
fassen wir mit Frobenius im Bude einer büinearen Farm 

-4 ^^aiuXiyk (i, * « 1, 2, ... n) 

zusammen, deren Eoefficientensystem eben jenes System der ctik tot- 
stellt, deren Determinante also mit der Determinante 

I an I (»,*=- 1, 2, ... n) 
identisch ist. Die Form Ä heisst eine ordinäre oder eine singulare, 
je nachdem ihre Determinante \aik\ nicht Null bez. nicht identisch 
Null oder Null bez. identisch Null ist. 

a) Multiplikation« 

Wir ziehen nunmehr neben der bilinearen Form Ä eine zweite 

bilineare Form ^ ^n, ,. , ^ ^ v 

B ^^baXiVk (», * - 1, 2, . . . n), 

die, d.h. deren Eoefficientensystem, mit Ä bez. dem Systeme der an 
gleichartig ist, in Betracht. Aus beiden Formen leiten wir alsdann 
eine dritte bilineare Form 

0) ^'Uli'li (»-1,2,...«) 

gleicher Art ab. Von dieser Form P sagen wir, sie sei aus den 

Formen A und B zusammengesetzt, und bezeichnen dieselbe mit 

ÄBy wo Ä und B in dieser Reihenfolge zu nehmen sind. Wir nennen 

die Form P auf Grund der symbolischen Gleichung 

(2) P'-AB 

geradezu das Produkt der Formen A und B, A und B die Faktoren 

des Produkts. 



* üeber die Entwickelang dieser Theorie vergl. Encyklopädie der mathem. 
WiBsenschafben, Leipzig 1899, Bd. I, S. 169, Anznerk. 19. Obige DarBtellung 
schliesst sich an Frobenius, Üeber lineare Snbstitationen und bilineare Formen, 
Crelle*8 Journal (78) Bd. 84, S. 1 flg. an. 
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Wo abo im Folgenden ein Produkt AB von Formen auftritt, ist 
dasselbe symbolisch aufzufassen, während die Addition und Subtraktion 
von Formen im gewöhnlichen Sinne zu nehmen ist. 

Die Bildung des symbolischen Produktes zweier Formen setzt 
Toraus, dass dieselben von gleichviel Yariabelenpaaren abhangen; trifft 
diese Voraussetzung nicht Yon vornherein zu, so kann man dadurch, 
dass man zu einer der Formen Glieder mit Eoefficienten Null hinzu- 
fügt, bewirken, dass beide Formen von gleichvielen Yariabelenpaaren 
abhangen. 

Nach (1) ist nun 

(3) ^-2''''*^'lf-2'*"l^i'* 

wo f, Ä;, I -i^ 1, 2, . . . n zu setzen ist. Für 

<4) P'-^PaXiyk (»,* = l,2,...n) 

wird somit 

(5) Pik — ^a,i hik (1 — 1,2,... n). 

Bezeichnen wir allgemein die Determinante einer Form 

A ^^üikXiyu (f, * — 1, 2, . . . n) 

mit I J.|, so ist wegen (5) 

PI-UI-IJB 



oder es ist 

(6) |^B!-|^HJ5|. 

Das System der Determinante \AB\ ist aus denjenigen von \A 
und |£| m ganz bestimmter Weise componirt (zusammengesetzt), wenn 
P^AB aus ^ und -B zusammengesetzt ist. 

Jede Subdeterminante q*^ Grades von \AB\ ist femer wegen (5) 
eine homogene lineare ganze Funktion der Subdeterminanten (f^^ 
Grades von \A\ und eine ebensolche Funktion der Subdeterminanten 
p*« Grades von | B \. 

11. Für die symbolischen Produkte gilt 
1. das distributive Gesetz. Denn ist 

C'-'^CikXjyk (♦,* — 1,2, ...n) 
eine weitere bilineare Form, so ist nach der Definition 

^ ' ^ Cjfi dXf ^ oy^ ex. ^ ^ 0y, ox^ 

und somit 

(7) A{B^(J)^AB^AC. 
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Ist D-^^diuXiyt (f,Ä-l,2,...n) 

eine weitere bilineare Form^ so folgt aus (7) 

(8) (Ä + B)(C + D)'^{A + B)C+(Ä + B)D 

- {AC + BG + AB + BD). 
Sind a und b konstante Grössen , so ist per definit. 

(aA)B -= A(aB) = aAB, 

wegen (7) also 

^ ^^ (aA + hB)C^aAG+bBC*, 

femer ist i ^ i . i ^ i 



Es gilt femer f[lr diese Produkte 

2. dos assöciative Gesetz, Denn (AB)C entsteht nach (1) dadurch, 
dass man in B zuerst g^ 

und dann ^q 

setzt, (AB)C hingegen dadurch, dass man diese Handlungen in um- 
gekehrter Folge vornimmt. Nun ist es aber gleichgiltig, in welcher 
Reihenfolge man diese Handlungen vornimmt; es ist daher 

(AB)C^A(BC). 

Durch diese Gleichung ist die Schreibweise ABC für (AB)C -^ A(BC) 
gerechtfertigt. Nach dem eben Gesagten ist 

(9) ABC-^a^-§^^ (i,&-l,2,...n). 

Femer wird wegen (6) 

^^^^ \ABC\^\{AB)C\^\ABl\C\^\A\-\B\.\C\ 

(10) \ABC\^\A\'\B\^\C\. 

Nach dem am Schlüsse von 10 Gesagten ist jede Subdeterminante 
p^^ Grades von \ABC\ eine homogene lineare ganze Funktion der 
Subdeterminanten q*^ Grades von | A \ bez. von | B \ oder | C |. 

Ist P » ABCy so entsteht das Eoefficientensystem von P aus den 
Systemen von A, B und C dadurch, dass es aus ihnen in ganz be- 
stimmter Weise successive zusammengesetzt wird, derart, dass das 
System von A zuerst mit dem von JB, und das so erhaltene System 
wieder mit dem System von (7, oder auch zuerst das System von B 
mit dem von C7, und das neue System mit dem von A — immer in 
ganz bestimmter Weise — zusammengesetzt wird. 

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich leicht auf Produkte 
von vier und mehr Formen ausdehnen. Man hat 
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A(BCD) - (AB) (CD) ^ (ABCf)D - ÄBCDy 
u. s. w. 

Ist 

S ^^SikXi ffk, T = V<.t Xi jfk (i, & = 1 , 2, . . . w) 
und "^ ^^ 

(11) B^SAT 

so geht nach (9) B dadurcli aus A hervor; dass in A 

o }(i-l,2,...n) 

y. — ^« tnyi+ ti%y%-\ htinVn 

gesetzt wird; oder es geht; wie sich Frobenius kurz ausdrückt;* die 
Form A durch die linearen Substitutionen S und T in die 
Form B über. Das symbolische Produkt B^SAT erscheint also 
bei dieser Auffassung als der Ausdruck einer linearen Substitution für 
jede der zwei Reihen Veränderlicher; wobei nur in der transformirten 
Form B die neuen Veränderlichen wieder mit Xi bez. y,- bezeichnet 
werden. Nach (10) besteht für die Determinanten der Formen A imd B 
und die Determinanten der linearen Substitutionen S und Ty wenn 
B^SAT ist; die Gleichung 

\B\^\8V\AV\T\. 

Wenn in (11) die Form 8 das Produkt zweier Formen JJ und V 
ist; so heisst die Substitution 8 ebenfalls das Produkt der beiden 
Substitutionen {/und Foder die aus CT und F zusammengesetzte 
Substitution. Die Systeme der Substitutionskoefficienten der Sub- 
stitutionen UVy U und V stehen in dem Zusammenhange, dass man 
das erste aus den beiden letzten durch Gomposition erhalt (10). 

Die Substitution UV geht — unsymbolisch gesprochen — aus 
den Substitutionen U und V dadurch hervor, dass in 

^""■^i (* = l;2;...n) 
für die Xi 

substituirt wird. Denn man erhält -k — > indem man in V die zuletzt 

angegebene Substitution (12) yomimmt; d. h. UV bildet; und dann nach 
jfi differentiirt; diese Handlungen dürfen aber auch in umgekehrter 

• Crelle's Joum. (79) Bd. S6, S. 149. 



24 § 2. 11. 

Reihenfolge Yorgenommen werden, wodurch unsere Behauptung erwiesen 
ist. Oder auch: die Substitution UV bewirkt, da 

(Ur)Ä^U{rÄ) 

ist, dass in A zuerst f&r die Xi die Substitution V ausgef&hrt, und 
hierauf, wenn in der transformirten Form die neuen Yariabelen wieder 
mit Xi bezeichnet werden, in letzterer fBr die Xt die Substitution U 
vorgenommen wird. Ist hingegen, um die Substitution für die y< 
zu betrachten, 

T^ur, 

so wird in A zuerst die Substitution U, dann in der transformirten 
Form die Substitution V für die yt auszuführen sein. — Hier ist also 
auf die Stellung der Buchstaben genau zu achten, wenn man von der 
symbolischen zur unsymbolischen Ausdrucksweise übergeht. 
Es gilt für unsere symbolischen Produkte aber nkM 

3. das commutative Gesetz; denn die Formen AB und BA sind 
im Allgemeinen yerschieden. Im Falle 

AB^BA 

ist, heissen die Formen A und B vertauschbar. 

Sind B und C mit A vertauschbar, so ist mit Rücksicht auf 2. 
oben 
(12) A{BC) - (4 JS)a - (B^)C = B(AC) - B(CA) « BGA, 

und analog ergiebt sich allgemeiner: 

Ist jede Form einer Beihe von Formen mit jeder Form einer zweiten 
Beihe von Formen vertauschbar, so ist auch jede aus den Formen der 
ersten Beihe zusammengesetzte Form mit jeder aus den Formen der 
zweiten Beihe zusammengesetzten Form vertauschbar. 

4. Ganze Funktionen einer Form. Jede Form, welche aus mehreren 
Formen durch die Operationen der Zusammensetzung, der Multipli- 
kation mit Eonstanten, der Addition und Subtraktion (in endlicher 
Anzahl) gebildet ist, nennen wir mit Frobenius eine ganze Funktion 
jener Formen. Aus dem letzten Satze folgert man: 

Ist jede Form einer Beihe mit jeder Form einer andern Beihe 
vertamchbar, so ist auch jede ganze Funktion der Formen der einen 
Beihe mit jeder ganzen Funktion der Formen der zweiten Beihe ver- 
tamchbar. 

5. Gonjugirte Formen. Diejenige Form, die aus A entsteht, wenn 
man Xi und y,- (i = 1, 2, . . . n) vertauscht, vrird die zu A conjugirte 
Form genannt und im Folgenden stets mit A! bezeichnet. Man hat 
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i i 

und weiter 

allgemein 

(13) (ÄBCD . . .y - . . . D'C'B'Ä'. 

Ist Ä mit B yertauschbar; so ist 

(ÄBy - (BAy « B'Ä' - Ä'B', 

und somit sind auch A' und B' yertauschbar. 

Eine Form lieisst symmetrisch; wenn sie ihrer conjugirten 
Form gleich, sie heisst alternirend, wenn sie ihrer conjugirten Form 
entgegengesetzt gleich ist. Das Eoefficientensystem einer symmetrischen 
Form heisst ebenfalls symmetrisch (T), das einer altemirenden 
schiefsymmetrisch. 

Die Form AA' ist, da nach (13) 

(AAJ - AA' 
ist, symmetrisch. Der Koefficient von Xiyi in AA' ist nach (5) 

a?i + a?j H h afnj 

ist daher A eine Form mit reellen Eoefficienten, so ist AA' nur 
dann identisch Null, wenn ^ = 

ist. AUgemeiner: Sind atk und bik in den Formen A und B con- 
jugirt compleze QrOssen, so ist AB' nur dann identisch Null, wenn 
A identisch Null ist; denn der Eoef&cient von Xtyi ia AB' ist 

und dieses ist nur dann Null, wenn ^ = ist. 

6. Entsteht das System (£ aus zwei Systemen H und 93 durch 
Gomposition, sind die Formen C, A^ B bez. die „Bilder^' der Systeme 
iS, K, 83 (10), so besteht entweder eine symbolische Qleichung 

C^AB(c'^B'A'), 
oder eine symbolische Gleichung 

C^AB'(C'^BA'), 
oder eine symbolische Gleichung 

C^A'B(C'^B'A), 

oder eine symbolische Gleichung 

C - A'B'(C' - AB), 

eine Bemerkung, die sich leicht yerallgemeinem lässt. Betrachtungen 
über die Gomposition von Systemen lassen sich auf diese Weise in 
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solche über symbolisclie Produkte von Formen verwandeln. Wir 
haben in 11 unter 2. und eben hier den Zusammenhang zwischen der 
Zusammensetzung von Formen tmd Systemen einerseits und der Zu- 
sammensetzung von Formen tmd Substitutionen andererseits dargelegt. 
Aus beiden resultirt ein Zusammenhang zwischen der Zusammen- 
setzung von Substitutionen und Systemen, den man sich leicht selbst 
herstellen wird. 

Noch eine wichtige Bemerkung möge hier Platz finden: 
Bezeichnet man allgemein das System der Determinante | Ä \ einer 
Form Ä mit Sf, so kann man die Eoefficientensysteme der Formen 

Ä + B, Ä — B, AB, constul 
symbolisch bez. mit 

a + », «-», «8, const.« 

bezeichnen. Die (symbolische) Rechnung mit Formen kann dann auch 
aufgefasst werden als ein symbolisches Bechnen mit Systemen: 81 + 83 
heisst die Summe, 9( — S3 die Differenz, 81S3 das Produkt der 
Systeme 9 und 83; letzteres ist durch die Gleichungen 

Cik^^aubtk (Z — l,2,..n) 

definirt. IT. s.w. Ist ^9183 » 83%, so heissen die Systeme 91 und 93 
vertauschbar; doch gelten nicht alle Benennungen über Formen zu- 
gleich für Systeme; z. B. nennt man die Systeme fi und W gewohn- 
lich nicht conjugirt, sondern man bezeichnet 81' als das transponirte 
System von S. Solche Abweichungen werden besonders hervor- 
gehoben, im Übrigen können wir uns nach Obigem auf die Bechnung 
mit Formen beschränken. 

b) Division. 
12. Wir setzen 

^^^XgXjyk (i, Ä « 1, 2, . . . n) 
und nehmen an, es sei * 

alsdann sind die n' Gleichungen [vergl. (5)] 

ctnXik + at^xtk + h ».«a?«» (»,1 = 1,2,... n) 

durch die Xtk erfOllbar, wenn wir Ä als gegeben annehmen; es muss 
daher |^H0 

sein. Ist hingegen l^jel-O, so müssen alle Xn Null sein, wenn J.X=Oist. 
Ist AX(XÄ) identisch NuUy und \Ä\ ist nickt NuU, so ist X 
identisch NuU, 
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Setzen wir in der Determinante von A 

adj. aik = a,* , 
so heisst die Form 

A — ^«gag^y^ (», Ä — 1, 2, ... w) 
die adjungirte Form von A. Setzen wir weiter ein für allemal 

8o ist nach (5) «^^1 + «iÄ +- + *-».- -S, 

(14) A^-^A^\A\^E. 

Ist nan | il | •= 0, so giebt es keine Fonn X derart, dass 

(15) AX~E oder XA~E 
ist; denn existirte eine solche, so wäre 

\AX\^\E\, l^l-IZI-l, O-iZHl. 
Ist aber J. -|- 0, so genügt nach (14) die Form 

^ MI 
den beiden Gleiclmngen (15), aber keine andere Form F. Denn aus 

folgt ^^-^' ^^--^ 

A(x - r) - 0, 

nnd da | ^ | -j- ist, muss nach dem obigen Satze 

sein. x-r-0, z = r 

Die durch die Determinante \A\ dividirte adjungirte Form A 
einer gegebenen Form A soll, wenn | ^ | -|- ist, die reciproke Form 
von A heissen und mit 

bezeichnet werden; sie ist auch durch (15) definirt. 
Wir haben 

also ist |^^-M-I^M^-M = l^l-i; 

(16) I ^-M = I ^ |-'- 

Aus 
(17) AA-^^E, A-^A^E 

^^^ AA-^^A'^A] 

die Form A ist mit ffirer redpröken Form vertauschbar. 
Die Form X^ A gentigt den Gleichungen 

XA-^^E, A-^X^E, 

d. h. die reciproke Form der redproTcen Form ist die ursprüngliche Form. 
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Femer ist wegen (13) 

also per definit. 

(18) (J!)-^-(Ä-% 

d. h. die redproke Form der conjugirten Form ist gleich der eonjugirten 
der reciproJcen Form. 
Aus u4 JB « jB folgt 

A^B-\ B-^A-^ BA^F, AB^BA. 

Für -4 « E ergiebt sich 

E^E-\ EE-^^F-^F^F. 

Femer ist fOr jedes A 

(19) AE^EA^ A. 

Sind die Determinanten zweier Formen A und B nicht Null, so 
ist mit Rücksicht auf (17) und (19) 

(AB^^B-^A-^) - A(BB-'^)A-^ « AEA-^ - AA'^ - E; 

JB—i-4— 1 genügt also der Gleichung 

(^JB)Z-E 

und ist somit die reciproke Form von AB; in Zeichen: 

(20) (4B)-i-JB-i4-i; 
allgemeiner findet man aus (20) 

(21) {ABCD ...)-' D-^C-^B-^A-K 

In Worten: 

Ist eine Form mit nicht verschwindender Determinante aus mehreren 
Formen 0usammengeset0t , so ist ihre BeciproJce aus den reciproJcen Formen 
in umgekehrter Beihenfolge ssusammengeselist, 

13. Aus der symbolischen Gleichung 

B^SAT 
folgt, wenn \8\ und |T| nicht verschwinden, nach 12 

JBT-i « SATT-^ - SAE - SA 
und hieraus analog j^ ^ a— i jg^r^i. 

geht also die Form A durch die Substitutionen 8 und T, deren Deter- 
minanten nicht Null sind, in B über (11), so geht B durch die Sub- 
stitutionen 5—^ und T"* in A über; S""* und T— ^ heissen die zu 
S bez. T inversen Substitutionen. 

Wir nehmen nun 1. an, es sei speciell S '^ T'] dann folgt aus 

wegen (18): 
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oder für T-i-JJ, T-lJ-i, 

A - -R'BK 

Geht eine Form A in eine Form £ durch zwei Substitutionen T 
und T über, und daher £ in ^ durch zwei Substitutionen Tt! und JR, 
so heissen die Formen A und ^ congruent und die Veränderlichen 
Xi und y; cogredient. Man sagt dann auch wohl kurz, dass A in 
B durch die Substitution T übergehe. 

Nun nehmen wir 2. an, es sei 8 -» T~^; dann folgt aus 

B^T-^AT, 
A^TBT-^^R-^BR. 

Geht eine Form A in eine Form B durch zwei Substitutionen T"*^ 
und T, so geht auch B durch zwei Substitutionen 12~~^ und J3 
in A über; in diesem Falle heissen die Formen A und B ähnlich, 
die Yeränderlichen Xi und yi contragredient. Die Substitutionen, 
welche ^ in JS überführen, heissen im erst aufgeführten Falle con- 
gruent (cogredient), im zweiten Falle contragredient. Gongruente 
Substitutionen sind von der Gestalt (11) 

Xi "= tu a;i + <it a4 H h Un^ 

Vi — ftiyi + feiyi H h Un^n 

ahnliche dagegen Ton der Gestalt (11, 12) 

Xi — Sxioii + Sjffli H h 5ii<ai 

wo 

tft»=adj.«a in ^±s,iSm . . .s»« — |S|. 

Aus B^TAT folgt nach (13) 

6e%< ^ dwrch die eangrumtm TransformaHanm T\ T in B, so 
geht dwrch dieselben Transformationen die m A conjugirte Form in die 
0u B conjugirte Form über. 

Aus -B - PAT folgt femer för A'-^A 

B'^T'A'T^T'AT^B. 

Sind die Formen A und B congruent, so folgt aus der Symmetrie der 
einen die Symmetrie der anderen. 

Aus JS « T'AT folgt endlich fOr ^'- --4 

B'^T'A'T rAT B. 



}(t-l,2,...n), 
) 

4 

XK ti' [(»-l>2,...n). 
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Sind die Farmen A und B congruenty und eine der Formen ist äUer- 
nvrendy so ist es auch die andere. 

Aehnliche Transformationen T*"^, T führen stets E in sich selbst 
über; denn man hat 

umgekehrt folgt aus der Gleichung 

SET^F 

ST-^E, 

S « T-K 

Aehnliche Substitutionen sind also durch die Eigenschaft j E in sich sdbst 
eu transformiren, vollständig charaJcterisirt. 

Wir machen 3. die Annahmen 1 und 2 gleichzeitig, wir setzen 
also 

(22) 5«r«r-i 

voraus. In diesem Falle heisst T eine orthogonale Form, und man 
sagt auf Grund der Gleichung 

B^T^AT^T-^AT, 

dass A durch die orthogonale Substitution T in B übergehe. 

Ist T eine orthogonale Form (Substitution), so ist auch die zu T 
reciproke Form (inyerse Substitution) eine orthogonale Form (Sub- 
stitution). Denn man hat für T— ^ = iJ wegen (22) 

Ist T^ET^Ey so sind die Substitutionen T' und T nicht nur 
congruent, sondern auch ähnlich; also ist T eine orthogonale Sub- 
stitution, und umgekehrt. 

Sind S und T, U und V congruente (ähnliche) Substitutionen, so 
gut das Gleiche für die Substitutionen US und TV; denn es ist 

^^ s^T\ 17= r, us-^vr^^Try, 

Sind T und U orthogonale Formen, so ist auch TU (UT) eine 
orthogonale Form. Denn man hat 

T'-T-S U'^U-^ {TUy^U'T'^U-^T-^^{TU)-K 

Besteht endlich 4. eine symbolische Gleichung 

B'^T-^AT, 
so folgt aus ihr 

jf ^T'-^BT' 
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Ist die zu JB conjugirte Form zu A ähnlich^ so ist auch die zu J. 
conjugirte Form ähnlich zu JB. In diesem FaUe nennen wir die 
Formen A und B duale Formen; die Yariabelen Xi und yi heissen 
auch hier contragredient. Sind 

A^^anXiffk^ B^^hax\y'k 

duale Formen, so geht A in B durch Substitutionen Yon der Gestalt 

Xi « Sa y[ + s.jyi + • • • + Sin^n 

I S 1 • y,- « fSiicii + <y,-2a4 H \r^%n(x!n 

über; dies geht aus dem unter 1 oben Gesagten und daraus hervor, 
dass B^ in B durch Vertauschen der x\ und ifi übergeht. 

14. Sind A und B zwei yertauschbare Formen, so hat man, 
wenn | B | «|- ist, 

AB-^^{B-'^B){AB-^) « B-\BÄ)B-^ 

= B-^{AB)B-^^ B-^A, 

und somit sind auch A und B"^ vertauschbar. Wir setzen dann mit 

Frobenius* die Form . 

(23) AB-^^B-^A^^ 

und nennen dieselbe den Quotienten der Formen A und B. Das 
Zeichen des Quotienten kann nur dann angewandt werden, wenn A 
und B yertauschbare Formen sind, da sonst eine Unbestimmtheit ein- 
träte. Man hat wegen (6) und (16) 

\AB-^\ = \Ä\.\B-^\ = \A\.\B\-\ 



(24) 



Ä 

B 



^1 



B 

ScUiesslich wird wegen (13) und (18) mit Rücksicht auf 11, 5 
(ÄB-^y~(B-^)'A'~ (B'y-^A'^ A'(B')-^ 

o) Baüonale Fonktioiien einer Form. 

15. Die Form, die entsteht, wenn eine Form A n-mal mit sich 
selbst zusammengesetzt wird, soll mit A^ bezeichnet und die 
n** Potenz von A genannt werden. Wegen (12) hat man 

(26) 4«^»» « u4"»^* = 4«+ » ; 

setzen wir noch A^^ E 

so bleibt (26) auch richtig, wenn m oder n einzeln oder gleichzeitig 
Null sind, wie aus (19) herrorgeht. 

• Grelle 'b Joum. (78) Bd. 84, S. 8. 
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Vorstehendes bleibt auch f&r eine Substitution 8 giltig. Die 
Substitution, welche man durch n- maliges Zusammensetzen einer Sub- 
stitution S mit sich selbst erhält, heisst die n^ Potenz der Sub- 
stitution 8 und wird mit 8^ bezeichnet, u.s.w. Diese Bemerkung 
woUe man auch beim Folgenden berücksichtigen. 

Ist I ^ I -|« 0, so entsteht dadurch, dass man J."^ n-mal mit sich 
selbst zusammensetzt, eine Form, die wir mit A"^ bezeichnen werden. 
Die Formel (26) gilt auch für negative Exponenten; da 

ist (12), so gilt aber auch die Formel (26) dann, wenn die Exponenten 
m und n entgegengesetzte Zeichen haben. 
Für ein beliebiges n ist femer 

Ist a eine Eonstante, so hat man endlich 

(a-4)» — a'-Ä». 
Nun sei 

gW - «0+ a,X + ajA«+ ... + a,X» 

eine ganze Funktion yon L Die Form 

a^^A^ + a^A^ + o^A^ + '-'+anA'^ 

heisst alsdann eine ganze Funktion n^^ Grades yon A und wird 
mit g(A) bezeichnet werden. 

Da nach (13) ^ay^ ^jiy 

ist, so ergiebt sich g{A') als die conjung^irte Form von g(A)] in Zeichen 

Wegen (26) folgt aus dem Satze in 11, 4, dass jede ganze Funktion 
g{A) von A mit jeder ganzen Funktion h(A) von A yertauschbar ist. 
Ist die Determinante yon h(A) nicht Null, so heisst der Quotient (14) 

h{Ä) 
eine rationale Funktion yon A und wird, wenn 

t! - m 

gesetzt wird, mit f(A) bezeichnet. 

16. Die Determinante • \xE -^A 



heisst die charakteristische Determinante (Funktion)* der 
Form A (der Substitution A, des Eoefficientensystems yon A). Sie 
ist eine ganze Funktion genau nf^ Grades yon X] man kann daher 

* Von FrobeniuB nach Cauchy, M^m. but rintegration des dquations 
linäaires, Exercises d'analyse et de pkjB. mat. (40) tome I, p.68 so genannt 
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9 (A) « I A JE? - 4 1 - (i - A,) (A - A,) . . . (X - A») 

setzen, wenn A^, A,, . . • A« die Wurzeln der charakteristisclien 
Gleichung ,,^ ^ 

von A bedeuten, jede so oft gereclinet, als ihre Ordnungszahl angiebi 
Ist weiter 

^(A) - aöA«»+ OiA"»-* + ---+ Om-- a(fh - A)(f«,- A) . . . (f*«- A) 

eine ganze Funktion m^^ Orades von A(ao»|-0), so wird 

nach (6) also unter Berücksichtigung der letzten Gleichung in 11, 1 
\g{Ä)\^a-\iL,E-'Ä\'\ii^E'-Ä\ \ih.E^Ä\ 

-»*90*i)9(fS)---9(fm) 

— ö(ft — Ai) . . . (f*n,— Aj) . . . a(fti — A«) . . . (f*w— A») 

Ist A(A) ebenfalls eine ganze Funktion von A, so ist nach der 
letzten Gleichung i t 

Setzen wir wieder ... 

SO wird, wenn |%(il)|-|-0 ist. 



n^) 



gU) 



eine nddonale Funktion von A (15). Nun ist aber nach (24) 



und somit 

Nun betrachte man die rationale Funktion (15) 

— HA) *-^-Ä(3)-^-ß?-n^) 

Ton J. und wende auf dieselbe die Gleichung (27) an. Man erhalt: 

\iE-f(Ä)\~.[i-ax,)][i-f(i,)],..[x-ai,)y, 

in Worten: 

Sind Aj, A„...Am die Wurjseln der charakteristischen Gleichung 
fxm Aj so sind f(X^), /*(A,), . . . f(Xn) die der (Charakteristischen Oleichmg 
einer rationalen Fu^üction f{A) von A* 

* 7ergl. ansser Frobenius, L c, Borcbardt, Grelle's Joom. (46) Bd. 80, 
S.41. 

Mutb, Elementarthefler. 3 
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17. Sind mehrere Formen A^ B, C,. . . gegeben, so heissen die- 
selben unabhängig, wenn eine Gleichung 

aA + bB + cC-\ — 

erfordert, dass a = &»(;»---»Oist; im gegentheiligen Falle heissen 
sie ablumgig. Es giebi gerade n^ unabhängige bilineare Formen von 
2n Yariabelen Xi^ ffi. Daher können die Potenzen einer Form nicht 
alle unabhängig sein. Angenommen, die Formen 

seien unabhängig, aber Ap von ihnen abhangig; es sei also etwa 

(28) i;{A) « ao-ä® + (h^^ + fl^j-^'H h aPAp — 0, 

wo o^ »|- ist, aber a^, Oi, . . . ap^i zum Theil oder sammtlich Null 
sein können. Nun setze man die Form ^(A) mit A^ zusammen; es 
kommt wegen (7) 

(29) a^A9 + a^AQ+^ + • • • + apAp+ff « (p - 0, 1, 2, . . .); 

betrachte die Reihe 

A^ Ä^ Ä* 

die für hinreichend grosse Werthe von l conyergirt, und multiplizire 
dieselbe mit der ganzen Funktion p*^^ Grades 

tj>(A) — ' ao + %>L + ö| A' H h apXP. 

Dann heben sich wegen (29) die negativen Potenzen von l weg, und 
S'rif(X) wird eine bilineare Form, deren EoefGcienten ganze Funktionen 
(p — 1)^^ Grades yon l sind. Insofern diese Form ron X abhängt, 
woUen wir sie mit G(X) bezeichnen; es ist also 

Sp{X) = G(X), 
Der rationale Bruch . ;,; ist irreducibel. Denn wäre 

wo x(X) vom Grade q<^p ist, so wäre 

und da hier rechts eine ganze Funktion von X steht, muss dies auch 
links der Fall sein. Dazu ist erforderlich und hinreichend, dass der 

Eoefficient von j links verschwindet; dann genügte aber die Form A 

einer Gleichung q^^, also niedrigeren als p^^ Grades, gegen die Voraus- 
setzung. 
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Die Reihe S sonmiirt man wie folgt; es ist 





A^ A* 




SAi;-^o+4-' + 7f+"-' 


und daher 8(XE- Ä)-- Ä"^ E, 

oder (12) , 

(30) S-.(xi?_^)-i-4' + 4^+---f§» 


wo 


«U - * «11 (hn Vt 




0^ 0^2— X (hn jft 


(- lyFix) - 




« 


<^nl ö|iS . . . a»«— A ffn 


und 


Xi X^ . . . Xn 




Oji— i a^, öin 




(- 1)-9>(A) - 


(hl «12 — X ... «In 

• • 

* ■ 


. J 


ZU setzen ist. 


0«1 a.» Onn — X 




Wir wollen jetzt ^(X) bestimmen. Nun ist doch 




o F(X) G(l) 





-4~XE 



wo der zweite Bruch irreducibel ist; der grösste gemeinschaftliche 
Theiler Ton jP(il) und <p(X) heisse ^(A); dann ist 



vW 
»W 



*«. 



Damit aber die bilineare Form F(X) durch d^{l) iheilbar sei^ muss 
jeder ihrer n^ Koefficienten durch d^iX) theilbar sein^ da die Xij ffi un- 
bestimmte Grössen sind; d'(X) ist daher der grösste gemeinschaftliche 
Theiler aller Subdeterminanten (n — 1)^^ Grades von q>{X), und somit ist 



*w 



yW 

^(X) 



der n** Elementartheiler der Determinante HE — A\ (4). Es gilt also 
der Satz: 

7) Ist ^(X) der nf* EUmerUartheUer der chardkterisHschen Deter- 
mina/nte einer büinearen Form von 2n Variabelen Xiy yi, so ist 

n^{Ä) « 

die Gleichtmg niedrigsten Grades, der die Form Ä genügt.* 



* Frobenius, 1 c. S.12; SB 1896, S.601; E. Wejr, Monatsh. für Math, und 
Phy8.(89)Bd.I, S. 187. 

8* 
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Eine Wurzel der Oleichung ^(1) — 1 ist auch eine Wurzel yon 
der Oleichung g>(X) — 0; es ist aber auch umgekehrt jede Wurzel Ton 
9(X) — eine Wurzel Ton ^(i) — (6, c). 

Da femer 
ist,80wd 9m-^Him) 

<p{Ä) - ii>iÄ)»iA) - 0. 
Es ist also stets ^(^A)^0* 

Sind f(X) und g(k) zwei ganze Funktionen von X, und ist %(A) 
ihr grosster gemeinschaftlicher Theiler, so kann man bekanntlich zwei 
ganze Funktionen F(k) und 0(1) yon l so bestimmen, dass 

f(X)0{X)-giX)FW^h(X) 
ist. Mithin hat man 

fiÄ)QiÄ)-g(Ä)F(Ä)~h{Ä). 

Nun nehme man g(X) — ^(X) und setze voraus , dass 

fiÄ)~0 
sei. Dann folgt, da ^(^) — ist, aus der vorletzten Oleichung 

h{Ä) - 0. 

Da aber tlf(A) — die Oleichung niedrigsten Orades ist, der Ä genfigt, 
so muss ^(X) -" const. h(X) sein: 

Wenn A einer Oleichung f(Ä) — genügt, so ist f(l) durah ^(i) 
iheHbar** 

Ist f(l) - 1^ und f(Ä) - 0, so ist 

g(Ä) - 0, 

da h{Ä)^^ W^^ ^uU ist (12); nach dem letzten Satze ist also dann 
g(X) durch ^(A) theilbar. 

Aus dem letzten Satze folgern wir noch: 

8) Ist f{A) » eine GleuÄung, der A genügt, und f(l) — eine 
Gleichung ohne mehrfadte Wurzdn, so hat die eharakteristiscihe Funküan 
von A lauter lineare Elementartheüer*** 

Da nämlich nach jenem Satze /*(>l) durch ^(A) theilbar ist, so hat auch 
^(A) — keine mehrfache Wurzeln; nun ist aber tl;(l) der n*® ET von 
[XE — A]^ enthalt also die ET höchster Potenz dieser Determinante 
als Faktoren (6, c); daher müssen alle ET von \XE^A\ linear sein, 
w. z. b. w. 



* Die umfangreiche Literatur über diesen Satz findet man zusammengestellt: 
Encyklop. der math. Wissenschaften, Leipzig 1899, Bd. I, S. 171, Anm. 23. Obiger 
Beweis desselben nach Frobenius, Crelle^s Joum. (78) Bd. 84, S. 18. 
♦• Frobenius, L c. 
••• Frobenius, I.e., S. 26. 
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d) Quadratwnneln anB Formen,* 

18. Sei wieder ^(2) eine ganze Funktion p*^ Grades der Yerander- 
lichen JL, die für die Werthe a, b, c,. . . von X verschwindet, etwa 

^(l) - const (i - ay(X - by(X - c)y • • -, 

ist; ferner seien ^^^^^ g,^^^^ ^^^^^ 

ganz beliebige gegebene ganze Funktionen yon X. Nun entwickele man 
—T^r nach steigenden Potenzen yon A — a; es sei dann 



J ±1 1 L 



das Aggrq^t der mit negativen Exponenten versehenen Olieder der 

Entwickelung. Analoge Bedeutung habe — ^-^ f&r die Entwickelung 

G(i) (i—hy 

^on -T7K JMwh Potenzen von A — 6 u. s. w. Dann wird 



xW - ^«TT^ + ^ W;r% + ^W 



^(X) 



eine ganze Funktion (p — 1)**^ Ghrades von X. Die Entwickelung 
von x(X) nach Potenzen von A — a stimmt in den a ersten Gliedern 
mit der Entwickelung von 

nach Potenzen von X — d überein; Analoges gilt f&r die Entwickelung 
von x{X) nach Potenzen von X — b, X — c u. s. w. Nun ist 



F(Z) 



-7;^+B(A), 



i^W (Z-.ay 

wo B(X) das Aggregat der mit positiven Exponenten versehenen Glieder 
der Entwickelung von — ~ vorstellt; daher stimmt die Entwickelung von 

nach Potenzen von X — a ebenfaUs in den a ersten Gliedern mit der- 
jenigen von Ä(X) \ überein; es ist ako, da flEir die Entwickelung 

von 0(X), S(X)y . . . nach Potenzen von A — 6, A — c, . . . Analoges gilt, 

* Vergl. zu diesem Abschnitt: Frobenins, üeber die cog. Transf. der bil. 
Formen, SB 1896, S.7flg., |1. 
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I z(o) - F{a), z'ia) - F\a), . . . ««-«(a) - F('-^)(a), 

(31) \x(b) "&(!>), z'(6)-G'(6),...Z<^-^)(&)-GV-«(6), 

^«>«'(«)-(^^),.„u.B.w. 

Angenommen d^(X) sei eine ganze Funktion (p — 1)*^ Grades 
Ton l, die auch die durch die Gleichungen (31) ausgedrückte Eigen- 
schaft habe; dann ist 

X(a) - ^(a) = x'(a) - ^(a) Z^'^-'H^) - ^""^^Ka) - 0, 

u. s. w.; x(X) — -»-(A) ist also durch {X — a)", (iL — 6)/*, . . ., mithin auch 
durch if(X) theilbar; x{X) — ^•(1) ist aber nur (p — 1)^^ Grades, daher 

X(X) - »W - 0, 

sein muss. JEb ^ie&t also nur eine Fsmktüm^ wdehe die Eigenschaß (31) hat. 

19. Man setze jetzt a, &, c, . . . von Null verschieden voraus, wähle 
das Vorzeichen von |/a^ (V^, }/c , . . .) beliebig, aber ein für allemal 
fest, und entwickele yx nach steigenden Potenzen von X — a (A — &, 
A — c, ..-.) in eine Reihe, die mit V^, (V^, }^c, . . .) anfangt. Das 
Aggregat der ersten «(/},}/,...) Glieder dieser Reihe bezeichnen wir 
mit F{X)[0(X), H(X), . . .]. Setzen wir j/I- cj(;L), so ist also 

/ o(a) - F(a), «'(a) - F'(a), . . . ©(—«(a) - J?'(«-i)(a), 

(32) \fß(b)^G(b), ©'(6) -(?'(&),... id(«-0(&)«öO»-^)(6), 

u. 8. w. Jetzt bilden wir mit den Aen gewählten ganzen Funktionen 
F(X), G(X)y ... die Funktion xW ui oben angegebener Weise. Dann 
wird wegen (31) und (32) 

X(a) - (p(a), z'(a) - «'(a), . . . x^-''K<^) - mi--^)(a), 

X(J>) - «(6), X'Q>) - «'(6), . . . x^-m - «<^-^>(6), 

u s. w. Entwickelt man daher xW " ^W ^^^^ steigenden Potenzen 
von X — a (A — 6, X — c, . . .), so fallen die a(/3, }/, . . .) ersten Glieder 
w^. Daher ist die ganze Funktion %(A) — a(X) durch (X — a)** [(X — 6)^, 
(1 — ß))", . . .] theilbar, also auch 

[XW + »(i)] [z(A) - fli(i)] - z(A)«- «(A)«- xiiy- A; 

äie ^ofure Funktion 

ist durch ^(A) (heOhar, 

Nun sei J. eine beliebige bilineare Form mit nicht verschwindender 
Determinante |^|; die Gleichung 
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besitzt dann keine Wurzel X » 0, also auch nicht die Gleichung f{l) » 0, 
wenn if{Ä) » die Gleichung niedrigsten Grades bedeutet, der die 
Form A genügt (17). Wir können also, dieses ^(A) oben zu Grunde 
legend, eine ganze Funktion xi^Y— >t so bestimmen, dass 

z(X)«-.^ = ^(A).ir(A) 

wird, wo auch t(X) eine ganze Funktion Ton l vorstellt. Da aber 
tlf(Ä) « ist, so wird 

(33) zW-=^. 

Eine beliebige der auf diese Weise durch bestimmte Wahl der Vor- 
zeichen der Wurzeln j/a, Yb, . . . erhaltenen ganzen Funktionen von x(Ä) 
Yon A nennen wir mit Frobenius eine Quadratwurzel aus der 
Form A und setzen symbolisch 

(34) xU) -Ai^VÄ. 

20. Wir woUen jetzt einige Eigenschaften der symbolischen Wurzel- 
ausdrücke herleiten. Zunächst ist wegen (6) 

iz(^)'Hix(^)r, 

also wegen (33) 

lz(^)|«=|^i, \xiA)\^±VlT\ 

oder 

(35) |^r|-±|^?|. 

Die Determinante yon YA ist also niemals Null. 

Die conjugirte Form yon 

xiA)'^ A 

"*(15) x{J.7-A 

^" z(Ä') = VÄ 

'"^ IJt(^)]'- (V^y- z(^') - V^- 

Unter den yerschiedenen Ausdrücken für YA ist also sicher einer, 
welcher der Gleichung 

(36) v:^-{VÄy 

genügt, und unter den yerschiedenen Ausdrücken yon {Y^J ^'Mur^ der 
gleich Y^ ^^ 

Im gleichen Sinne gilt die Gleichung 

(37) 1/3=^* - (V3)~' = ^~« • 

Es folgt nämlich aus i{Äf-=^A nach (20) 

\x{Är^^^^A-\ 
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Femer findet man mit Hilfe von (37), (18) und (36) 

(^-ly- [cy3)-^]'- [(1/3)']-^- (VXO-S 

(38) (Ä-\y^Ä'-\. 

Schliesslicli hat man wegen (16), (37), (35) 

U-il-|(VZ)-M-|yih-±UK 

a-\\-±\ä\-\. 



e) Differentlatloii.* 
2L Die Eoefficienten einer Form 

Ä "^OiiXiyjt (t, ft — 1, 2, . . . n) 
seien Funktionen eines Parameters 1; dann ist das Differential 

ebenüedls eine bilineare Form; femer ist 

oder 

(39) d{ÄB) - (dÄ) B + Ä(dB). 
Daher ist 

diA*) - (dA)A + A(dA), 

d(ABC) - (dJL)BC + A(dB)C + AB(dC), 

d^A*^ - (dA)A'-^ + A (dA)A'-* + A\dA)A'-» + • • • 

+ A'-^(dA). 

Femer, wenn wieder E » «ly, + • • • + ^y»> 

rf(^«) - dJB - 0, 

also w^en (38), wenn | J.|-|-0 ist, 

- diAA-^) - Ad(A-^) + (dA)A-\ 
nnd sddiessüch ^^^_,^ ^ _ ^_, _,. 

Z.B. ist, wenn die an von X unabhängig sind, 

(40) d{XE - J[)-i - - (XJB - 4)-«dX. 

Für das symbolische Rechnen mit Systemen (11) sei bemerkt, dass, 
wenn St das System von J., unter dV, das System Ton 

^(daik)xiyk 
zu yerstehen ist. ^^ 



* Frobenias, Grelle*8 Joom. (78) Bd. 84, Lc. §4. 
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f ) Zerlegbare Formen.* 

22. Kommen die Yariabelen Xa^ Xß. .. in der Form Ä nicht vor, 
80 kommen sie auch nicht in der Form AB tot, abo auch nicht in 
ABCy ABCD. Wenn die Yeranderlichen yaVß* . . in 2> fehlen, so fehlen 
sie auch in CD^ in BCD, in ABGD. Allgemein: 

a) In einem Sffmbolischen Produkte feJden die Veränderlichen Xt^ 
iodche im ersten Faktor^ und die Veränderlichen yt, tvdche im lebsten 
Faktor nickt außreten. 

Eine Form^ heisst zerlegbar, wenn sie ein Aggregat von Formen 
A^j A^,. . . ist, von denen keine zwei eine Yariabele gemein haben, 
Ai^ A^, . • . heissen die Theile der zerlegbaren Form A. Für die 
Entwickelungen imd Sätze über zerlegbare Formen, die wir nach- 
stehend geben, ist es erforderlich, dass jeder Theil einer zerlegbaren 
Form, wofern er nicht an und fOr sich Ton gleichviel Veränderlichen 
Xi und yi abhängt, durch Hinzufügen von Gliedern mit Eoefißcienten 
Null zu einer Form gemacht wird, fOr welche dieses zutrifit. — Z.B. 
ist die Form 

^Vi + ^yi + ^y^+^yz 

Ton 2-3 Veränderlichen o^, x^, x^ und y^, y,, y, in die Theile 

zerlegbar. Nach der etiea. getroffenen Bestimmimg mflssen wir sie als 
eine von 2-4 Yariabelen abhängige Form auffassen; denn wir haben 

A - Oa^Vt + Oai'y» + ^Vt + «»% 
zu setzen, so Tlass bei passender Bezeichnnng der Yariabelen 

(41) -4 - ic^yi + Qx^y^ + x^y^ + Oa^y, + Ox^y^ + Qx^y^ + x^y^ + x^y^ 
wird. — Die Form E -» x^y^^ + x^y^'\ ha?«y„ ist U.A. in die Theile 

zerlegbar. ^"^»n ^-^y„- 

Ist ^ in die Theile ili,^,--,JB in die Theile J5j, J5„.-. so 
zerlegbar, dass Ai dieselben Variabelen enthalt, wie JB<(i — 1, 2, . . .), 
so heissen A und B in derselben Weise zerlegbar. E ist ebenso 
zerlegbar, wie jede andere zerlegbare Form. Sind 

in derselben Weise zerlegbar, dann ist fdr (> -|'* ^ 
* Frobenius, I.e. § 6. 
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weil in Ba alle Yariabelen fehlen^ die in Ä^ auftreten. Daher ist mit 
Rücksicht auf (8) 

ÄB^^Ä^B, (9-1,2,...), 

und A^B^ enthält nur YeiiLnderliche, die in A^ und B^ auftreten. 
Allgemeiner hat man: 

b) Sind mehrere Farmen in gleicher Weise zerlegbar, so ist ihr 
Produkt in dersdben Weise zerlegbar. 

Ist A^Ai + A^j so ist 
.(42) \AMA,\-\A,\;* 

allgemein: 

c) Die Determinante einer zerlegbaren Form ist das Produkt der 
Determinanten ihrer TheOe. 

In obigem Beispiele (41) ist nicht nur die Determinante | A \ 
4^^ Grades y sondern es sind auch die beiden Determinante 2**^ Grades 

1^1, M,| Null 

Jede von Null yerschiedene Determinante q^^ Grades des Systems 
von \A\y deren System nicht den Systemen von | A^ \ und | A^ \ an- 
gehört, ist das Produkt einer Determinante (fi — - a)^^ Grades des 
Systems von | A^ \ und einer Determinante ö*^ Grades des Systems 
Ton I A^ |. Ist also r^ (r,) der Rang von | ^ J (| A^ {), so giebt es 
(mindestens) eine Subdeterminante (^i+^s)^° Grades Ton \A\y die 
nicht Null ist, aber keine höheren Grades; daher ist der Rang Ton | A \ 
gleich r^L + ^s! allgemein: 

d) Der Bang des Koefficientensystems einer zerlegbaren Form ist 
gleich der Summe der Bangzahlen der Koefficientensysteme ihrer TheHe^ 

Ist A zerlegbar, so ist E und daher auch XE — A in derselben 
Weise zerlegbar; also gilt der Satz (Satz c oben): 

e) Die charakteristische Funktion einer zerlegbaren Form ist das 
Produkt der charakteristischen Funktionen ihrer TheHe, 

Ein System % heisst zerlegbar in die Theile %^y ^, • • *, wenn 
das Bild A des Systems 8 in die Theile A^^ A^j . . . zerlegbar ist, 
wo ^i, Ji, . . . bez. die Bilder von 9(i, H|, . . . sind. Die Sätze b) — e) 
gelten nicht nur fdr Formen, sondern auch m. m. für Systeme. 



* I iij bedeutet die Determinante der Fonn Ä^^ betrachtet als Form der in 
ihr auftretenden 2»», Variabelen, wenn Ä von 2n, A^ von 2 «4, A^ von 2 «4 
Yariabelen abhängt, und mj^ -f m, » n ist. Analoges gilt bei mehr als swei Theil- 
formen. 
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§ 3. Systeme mit ganzzaUigen Elementen« 

23« Wir betrachten in diesem Paragraphen nur solche Systeme^ 
deren n' Elemente (lik ganze positive oder negative Zahlen hea. NvU sind. 
Dem entsprechend treten hier nur Formen mit ganzzMigen Koeffidenten 
auf (10 zu Anfang). 

Geht eine solche Form Ä^^^ajkXiyk (t|Ä; »1,2, . . .n) durch 
die linearen Substitutionen 

Xi — SuXi + S2iX%-\ h SniOfm 

Vi = tnyi +ti%y%-\ h tiny\ 

mit ganzzahligen EoefBcienten Sik, hk in eine Form 

B-^^nxly' (t,*-.l,2,...n) 

Aber, so sagt man, dass die Form B unter der Form Ä ent- 
halten sei. Setzt man 

S — '^ SnXjift I 

T VI* (»»*-l»2,...n), 

T-^tikXiyt \ 

80 wird symbolisch, wenn wir in £ fOr a^-, j^ bez. x,-, yt schreiben (11) 

B-SAT 

™^ \B\-\S\-\A\-\n 

Das Eoefficientensystem von B ist aus denen yoji 8^ Aj T in. ganz 

bestimmter Weise zusammengesetzt (11). 

Entsteht ein System mit ganzzahligen Elementen aus zwei oder 
mehreren ebensolchen Systemen durch Composition, so heisst dasselbe 
ein Vielfaches jedes der Systeme, aus denen es zusammengesetzt ist. 
Nach dem eben Gesagten gilt der Satz: 

Ist eine Form B amter einer Form A enOkoltenj so ist das 
Eoefficientensystem von B ein Vidfaches de^enigen von A. Umgekehrt 
hat man aber auch den Satz: 

Ist ein System von n' Elementen &a ein Vidfaches eines Systems 
von n^ Elementen Otk, so ist die Form: 

B '^^hjkXtyk 

unter der Form A^^ajtXjyk enthatten. 

Nach Artikel U, 6 ist nämlich B (bei richtiger Bezeichnung der 
Veränderlichen) dann ein symbolisches Produkt von der Gestalt 

B^KL...AUr...] 
es wird also f&r 



ii 



44 § 3, 23 — 24. 

K.L • • • = S, 

UV — r, 

d. h. B ist unter ^ enthalten, w. z. b. w. Aus diesem Beweise geht 
zugleich hervor: 

Ist ein System 83 ein Vielfaches eines Systems 9[, so kann es 
stets aus % so erzeugt werden, dass man % vom und hinten (11, 6) 
mit je einem Systeme zusammensetzt 

24. Ist ein System 83 Vielfaches eines Systems 9(, so ist jede 
Subdeterminante q^^ Grades yon 83 eine homogene ganze lineare 
Funktion der Subdeterminanten q^^ Grades von % [10, a)]. Wenn 
daher eine Primzahl p im grOssten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten q^"" Grades D'^CD^) von 83(8[) zur Potenz V^{1^ auf- 
tritt, so ist 

daher ist B'^f ein Vielfaches von Bg. Bedeutet r' (r) den Bang von 83 (fi), 
so muss 

(1) r'^r 

sein. 

TJnsier Fundamentakatz 11 in 8 besagt femer, dass der qf* Elementar- 

fheüer E^ von 83 ein Vielfaches des q^ ElementartheUers E^ von % ist. 

Bedeuten o^, <^i • • • ganze Zahlen, so hat man also 



Nun ist aber 



also 



Eq ■=■ ccqE^ (p «= 1, 2, . • . r). 
E[^B[^a,E,^a,B,, 
B[ - «, A, 



U.S.W., schliesslich 

B'g ■=» a^tt^ . . . a^Bg (p -= 1, 2, . . . r'). 

Auch aus Theorem II ergiebt sich somit die Theilbarkeit yon 
D^ durch B^. 

Wir wollen im Folgenden eine Form mit dem EoefGcienten- 
system S((83) mit Ä{E) bezeichnen. Ist B imter Ä enthalten, so ist 83 
ein Vielfaches von 9[ (23) und somit B'^ durch 2)^, E^ durch J^^ theil- 
bar(p^r'). Wenn also fttr 9-= 1, 2, . . . r' zwar DJ durch D^, aber nicht 
E^ durch E^ theilbar ist, so kann 83 nicht Vielfaches von 9[ (B nidtt 
unter Ä enthalten) sein. Wenn aber E^ (ganees) Vielfaches von E^ ist, 
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SO ist auch S3 Vielfaches von % (B wnter A enOiatten), wie wir im 
Folgenden zeigen werden. Damit ist dann die ümkehrung von Theorem II 
für ganzzahlige Systeme bewiesen. 

25. Ist die Form B unter der Form Ä enthalten und zugleich A 
imter B^ so heissen die Formen A und B äquiyalent. Ist das 
System 93 ein Vielfaches des Systems S( und zugleich 9( ein Vielfaches 
Yon fß, so heissen die Systeme S( und S3 ebenfalls äquivalent. 

AUe Formen^ die einer bestimmten Form äquivalent sind^ bilden 
eine Klasse von Formen. Eine Form (ein System) heisst elementar 
oder irreducibel, wenn sie (es) weder selbst zerlegbar noch einer 
zerlegbaren Form (einem zerl^baren Systeme) äquivalent ist (22), im 
entgegengesetzten Falle reducibel. Aus dieser Definition folgt, dass 
jede Form einer solchen äquivalent ist, die in lauter elementare 
Formen zerlegbar ist. Eine in lauter elementare Formen zerlegbare 
Form heisst eine reducirte Form. Nach dem eben Gesagten giebt 
es in jeder Formenklasse reducirte Formen. Analoges gilt für Systeme. 
Mit der Transformation (Umformung) einer Form (eines Systems) in 
eine äquivalente reducirte Form (in ein äquivalentes reducirtes System), 
oder, wie man sich ausdrückt, mit der Reduktion einer Form 
(eines Systems) werden wir uns demnächst beschäftigen. 

Sind zwei Formen A und B äquivalent, so ist, wenn wir die in 
24 eingeführten Bezeichnungen beibehalten, nach (1) einerseits 

femer ist 2)^ ein Vielfaches von 2>^, und umgekehrt, also ist* 

^l'^^Q (p'=-l|2,...r) 

und analoff 

E',~E, (c-l,2,...n); 

also: 

8a) Sind gwei Formen A und B (zwei Systeme % und 93) äquivalent, 
so sind die Korffidentensysteme % von A und 93 von B (die Systeme % 
und 93) von gleichem Bange r, imd es stimmt der grSsste gememschafüiche 
Theüer aUer SuMeterminanten q^ Grades des Systems 9 mit demjenigen 
aller Subdeterminanten q*^ Grades des Systems 93 für p «=• 1, 2, . . r 
überein. 



andererseits 
also ist 



* Abgesehen vom Yorzeichen; dieser Zusatz darf als selbstverständlich auch 
im Folgenden wegbleiben. 
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Oder: 

8b) Sind ewei Formen A und B {zwei Systeme S( und SB) äquivalenit, 
iq stimmt der 1**^ 2^^... n^ ElementartheHer des Koeffidentensystems % von 
A ^4^ Systems ^) bejs. mit dem 1^% 2^^, . . . n^ Elemeniarfheüer des 
Koeffidentensystems 83 von B (des Systems 83) übereiny oder, anders aus- 
gedrückt, die Systeme % und 83 stimmen im Bange und in den Etementair- 
tlieUem überein. 

Zur zweiten Fassung unseres Satzes yergl. 6, c). 

26. Ist die Determinante (der Modul) einer linearen Substitution 
mit ganzzahligen Eoefficienten gleich ±1, so heisst dieselbe eine 
unimodulare Substitution, das System der Eoef&cienten ein Ein- 
heitssystem. Ist S eine unimodulare Substitution, so ist S"^ eine 
Form mit ganzzahligen Koefficienten (12), und da nach Gleichung (16) 
daselbst 

s-M=|sr>-±i, 



SO ist 5*"^, d. h. die zu S inyerse Substitution ebenfalls eine uni- 
modulare Substitution (das System yon S"^ ist also ebenfalls ein 
Einheitssystem). 

Sind die Substitutionen 5, T, {7, F. . . unimodular, so ist es auch 
die aus ihnen zusammengesetzte Substitution (11, 2) 

Q^STUr,.., 
denn es ist dann 

\Q\^\s\'\T\'\u\'\r\'''^±i. 

Nun gehe die Form A durch die Substitutionen S und T in die 
Form B über, es sei also symbolisch 

(2) B^SAT. 

Ist nun |SH±1, |r|-±l, 

dann folirt aus (2) 

* ^^ A^S-^BT-^ 

wo die Substitutionen S~\ T~~~^ ganzzahlige Koefficienten besitzen. Die 
Formen A und B sind also äquivalent, und es gilt somit nach 25 der Satz: 

9) Geht eine Form in eine andere durch unimodulare Siihstitutionen 
übeTy so stimmen Bang und ElementarOieiler der Koefficientensysteme 
beider Formen überein. 

Das System von B entsteht aus dem von A dadurch, dass 
letzteres yom und hinten mit Einheitssystemen zusammengesetzt wird. 

Entsteht ein System 83 (einer Form B) aus dem Systeme 9 
(einer Form A) dadurch, dass % mit Einheitssystemen, etwa gen^s 
der symbolischen Gleichung (11, 2) 
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wo I P|, I ö I . . . I U\y I F| . . . gleich ± 1, componirt wird, so sind die 
Formen Ä und B äquivalent, da ^ in J3 durch die unimodularen 
Substitutionen fif-P^..., T^UV... 

in B übergeht. Die Systeme % imd 93 sind dann ebenfaXls äquivalent (23), 
und es gilt der Satz (25): 

10) Ein System aus ganzzaJdigen Elementen bleibt im Bange und 
den Elementartheilem ungeändert, wenn mcm es vom und hinten mit be- 
liebig vielen Einheitssystemen zusammensetzt. 

27. Wir betrachten jetzt unimodulare Substitutionen einfachster Art: 

a) Setzen wir in A 

Xi "^ X^y X^ «^ X^j . . . 3J|* » — OEliy Xi^t ^ flJ|'-|_l, , . . iCn S= Xny 

Vi^l/i (»-1,2,. ..n), 

so liegen unimodulare Substitutionen S und T Yor, und die Form A 
geht durch dieselben in eine Form B über, deren Koe£Gicienten- 
system 93 sich yon demjenigen Sl ron A nur dadurch unterscheidet, 
dass die Elemente einer Reihe ihr Vorzeichen gewechselt haben. 
Das Eoefficientensystem von S ist ein Einheitssystem, welches nur 
in der Diagonale von Null yerschiedene Elemente hat, und zwar hier 
lauter + 1, ausser dem i*®* Element, das — 1 ist. Das System von 
T ist ein Einheitssystem, das nur in der Diagonale von Null ver- 
schiedene Elemente und zwar hier lauter -f- 1 enthält. Die Zusammen- 
setzung dieser Einheitssysteme mit 9 gemäss der Gleichung 

B-^SAT 
bewirkt aber den angegebenen Zeichenwechsel in 9(. 

b) Setzen wir in 4 

a?i =* x^j x^ = a?j, . . . 0?,- =» ^,_|_ i; ^,-f 1 "^ ^i} ^<+2 ** '^t+2> . . . Xn^^ x^ 
Vi- vi (i-l,2,...n), 

so bewirken diese beiden unimodularen Substitutionen eine blosse 
Beihenvertauschung im Eoefficientensysteme von A, Man gebe die 
Beschaffenheit der Einheitssysteme an, welche die Eoefficientensysteme 
dieser Substitutionen vorstellen. 

c) Setzen wir endlich in A 

Xi *- a?{, x^^x'^y .. .Xk'=xlt + mxiy a?*+i = o^i+i, . . . a;„ « xl, 
yi--l/i (i«l,2,...»), 

wo s eje % und m eine ganze positive oder negative Zahl ist, so haben wir 
unimodulare Substitutionen vor uns; das System 93 der transformirten 



\ 
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Form B geht dadurcli aus demjenigen 9 von Ä herror, dass man 
die Beihe ^ „ 

^41 Ö42, . . . akn 

mit m mulHplizirt und zur pardUden Beihe 

addirt hez. von ihr subbrähirt. 

Aticli hier beachte man die Beschaffenheit der Einheitssysteme, 
durch deren Zusanunensetzung mit 8( man 93 erMlt. 

Die unter a), b) und c) beschriebenen Transformationen einer 
Form Ay sowie die entsprechenden Umformungen ihres Systems % 
bezeichnet man als Elementartransformationen der Form A (des 
Systems S); da die Elementartransformationen einer Form (eines 
Systems) unimodulare Substitutionen sind (durch Zusammensetzen des 
Systems mit Einheitssystemen bewirkt werden), so folgt aus den Sätzen 
in 26, dass der Bomg r des Koeffidentensystems % einer Form A (eines 
Systems SQ soune der grösste gemeinschaftliche Theüer aUer Subdeterminanten 
Q*^ Grades von Ä((> — 1,2, . . .r), oder, dass der Bang und die ET 
von % imgeändert bleiben, wenn man die Form A (das System 9() &^ 
liebig vielen Elementartransformoitionen unterwirfl* 

28. Wir werden jetzt folgenden Satz*** beweisen: 
Jedes System von n' ganzzaMigen Elementen an lässt sich durch 
alleinige Anu^endung von Elementariransformationen in ein solches ver- 
i€anddn, in weichem nur in der Diagonale von NuU verschiedene Elemente 
stehen, und in welchem jedes von NuU verschiedene Diagonalelement positiv 
und Theüer des folgenden ist. 

Beweis. Durch alleinige Anwendung Yon Elementartransformationen 
a) und b) kann man zunächst erreichen, dass das erste Diagonal- 
element a positiv und kleiner, als der absolute Werth jedes Ton 
Null yerschiedenen Elementes unseres Systems wird. Befindet sich 
jetzt in der ersten Zeile oder Spalte ein Element ß, welches nicht 
ganzes Vielfaches von a ist, so können wir an Stelle yon a noch ein 
kleineres Element bringen, welches nicht Null ist. Durch weitere An- 
wendung einer Elementartransformation a) bewirken wir zunächst, 

* Alles in diesem Artikel Gesagte gilt nicht nur ffir ganzzahlige Systeme, 
sondern auch fär solche, deren Elemente ganze Funktionen einer oder mehrerer 
Yariabelen sind, nnr hat man dann nnter m entsprechend eine ganze Funktion 
einer bez. mehrerer Veränderlichen zu verstehen. (Vergl. den Beweis der S&tze 8) 
in 25.) 

♦•Smith, Phil. Trans.l861(62),vol.l61,S.814;Frobenius, Crelle's Joum.(79) 
Bd. 86, S. 158; Eronecker, Crelle's Joum.(91)Bd. 107, S. 185 —186. Obiger Be- 
weis ist im Wesentlichen der Eronecker 'sehe. 
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dass ß positiv ist. Ist dann q der grosste gemeinschaftliche Theiler 
Yon a und ß^ so besteht ein Algorithmus 

a = iy + 



g^PV + Q, 
V-rq, 

wo Ä, l,. . ., y,8 . , . ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher durch 
wiederholte Anwendung von Elementartransformationen c) an Stelle 
yon a bez. ß das Element 9(<a) und dieses^ wenn es an die Stelle 
Yon ß trat^ durch eine Elementartransformation b) an die erste 
Diagonalstelle bringen. Durch diesen Process wurde nicht nur das 
erste Diagonalelement verkleinert, sondern es giebt auch jetzt in der 
ersten Zeile bez. Spalte ein weiteres Element — an der Stelle von ß — , 
welches Vielfaches des ersten ist. Dieses Verfahren setzen wir so lange 
forty bis das erste Diagonalelement Theiler aller übrigen Elemente der 
ersten Zeile und Spalte ist. Dann machen wir durch Elementar- 
transformationen c) die letzteren Elemente alle zu Null. Giebt es als- 
dann in dem so erhaltenen Systeme noch ein Element, welches nicht 
Vielfaches des ersten Diagonalelementes ist, so bringen wir es durch 
Beihenaddition in die erste Zeile oder Spalte und verkleinern das 
erste Diagonalelement nach dem oben beschriebenen Verfahren noch 
weiter. Nun kann aber letzteres Element bei fortgesetzter Verkleiner- 
ung nicht kleiner werden, als der grosste gemeinschaftliche Theiler* 
^ aller Elemente des gegebenen Systems, der ja durch Elementar- 
transformationen nicht geändert wird (27). Also muss der Process 
schliesslich dahin fOhren, dass ein System T^ erscheint, in welchem 
das erste Diagonalelement gerade t^ wird, und welches in der ersten 
Zeile Und Spalte ausser t^ nur Elemente Null enthält. 

Ist jetzt ^ der grosste gemeinschaftliche Theiler der Elemente 
des Systems T,, welches aus T^ entsteht, indem man in ihm 
die erste Zeile und Spalte weglässt, so können wir auf die vor- 
stehend beschriebene Weise das System T^ durch Elementartrans- 
formationen — die zugleich als Elementarformationen des ganzen 
Systems 2\ aufgefasst werden können — so umformen, dass das 
erste Diagonalelement gleich ^, also Theiler aller übrigen Elemente 
desselben wird, und in der ersten Zeile und Spalte ausser ihm nur 

* Den grOssten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdetenninanten eines ge- 
wissen Grades wählen wir stets positiv. 

Math, Elementartheiler. 4 
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Elemente Null stehen; ^ ist durch ^ theilbar. IT. s. w. — Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man also in der That zu 
einem Systeme , in welchem nur die r ersten Dit^onalelemente 
h) t^f ' 'tr von Null verschieden sind und t^ durch ^, t^ durch t^^ . . .tr 
durch tr—i theilbar ist^ wobei r den Bang des gegebenen Systems be- 
deutet: da nämlich der Ranir eines Systems durch Elementartrans- 
formationen nicht geändert ^d (27), so muss der Process mit dem 
r^^ Diagonalelemente abbrechen. — Damit ist unser Satz bewiesen. 

Ein System y welches nur in der Di^onale von Null verschiedene 
Elemente hat; heisst ein Diagonalsystem. Vorstehend haben wir 
gezeigt, wie man ein gegebenes System in ein äquivalentes Diagonal- 
system transformirt. Wir können nun die zusammengesetzten Elementar- 

theiler JE^^ » j^ ^ des gegebenen Systems, die ja mit denen imseres 

Diagonalsystems übereinstimmen [25, Satz b)], sofort angeben. Es 
ist nämlich, wenn wir unsere alten Bezeichnungen (4) beibehalten, flElr 
unser Diagonalsystem 4 {\ a n 

«8 

«8 



0...0 tr 0...0 


also 

Die Diag(maldemente ^i, . . . tr sind also hee. der erste, eweite, , . .r^ 
ET imseres gegä>enen Systems vom Bange r.* Die oben beschriebene 
Umformung eines Systems führt daher immer zu demselben Diagonal- 
systeme. Wir können das erlangte Resultat auch so aussprechen (26, 27): 

Eine gegebene hüineare Form 

^<^ik Xiyk (i, & = 1, 2, ... n), 

derer^ Koeffidentensystem die gusammengesdzten ElementartheOer 
Elf E^y . . . jB» 

* Zugleich ergiebt sich hier, dass Eq durch Eq^\{q ^r) theilbar ist, wie 
dies durch den Fundamentalsatz I bereits bewiesen ist. 
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besügty läs$t sich durch wmmodukvre Substitutionen für die Xi und yi stets 
in die Form . . . 

iransformiren. 

Die Form ^E^oif.i/. (i = 1, 2, . . . n) ist in die Theile 

* E,x'a/, (i=-l,2,...n) 

zerlegbar; jeder dieser Theile ist weder zerlegbar, noch einer zerleg- 
baren Form äquivalent; denn wäre E^x[i/^ einer zerlegbaren Form 
äquivalent, so wäre nach den Sätzen c), d) in 22 und 8a) in 25 der Bang 
des Systems dieser Form grösser als Eins. Die Form^E^XA/. ist also 

eine reducirte Form, da sie in lauter elementare Formen zerlegbar ist. 
Wir haben also vorstehend die Beduktion einer Form mit ga/nzzcMigen 
Koeffidenten (eines Systems mit ganszähligen Elementen), die in 25 an- 
gekündigt wurde, tmrUich ausgeführt. 

29. Mit Hilfe der eben angegebenen Beduktion einer Form (eines 
Systems) sind wir im Stande, die Umkehnmg von Theorem II für 
ganszaJüige Systeme höchst einfach zu heweisen. Es seien A und B 
zwei bilineare Formen mit den Eoefficientensystemen % und S3. Die 
Systeme % und S3 seien ganzzahlig und so beschaffen, dass der (>^ ET 
E^ von 83 ein Vielfaches des q^ ETs i?^ von «(p « 1, 2, . . . n) ist. 
Es sei also 

(3) E'^^d^E^ ((>-l,2,...n), 

wo die d^ ganze Zahlen bez. Null sind. Es soll gezeigt werden, dass 
S ein Vielfaches von % ist: 

Nach Artikel 28 giebt es Substitutionen (Formen) S, T, Z7, V, 
deren Determinanten ± 1 sind, derart, dass symbolisch 

E,x^y^ + E^x,y^+"' + E,Xnyn--8AT, 

E[x^y^ + E[x^y,+ ^^' + EXy^^UBV 
wird. Setzen wir jetzt 

B^ --^EiXiVi, B^ ^^ifiXiyi (t - 1, 2, . . . n), 

sodass also 

(4) B^^SAT, 

(5) B,^UBV 
ist und fuhren noch die Form 

ein, so ist wegen (3) 

(6) Bi^DB^^B^D. 

Aus (5) und (6) folgt aber 

B^ u-^B.r-^ « u-^DBjr-^ - u-'B,Dr-\ 

und somit ist wegen (4) 

4* 
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(7) B - (£7-iDS)^(TF-0 - (U-^S)Ä(TLr-^). 

Da nicht nur S und T, sondern auch U~\ F~^ und D Formen mit 
ganzzahligen Eoefficienten sind, so ist wegen Gleichung (7) das 
System ® von B Vielfaches des Systems Ä von -4(11, 23), w.z.b.w. 
Setzen wir noch die Formen 

U-^DS^F, TV-^^Q, U-^S^X, TDV-^^Y, 

so wird (7) zu 

(8) B-^-PAQ^XAT. 

Die Systeme von Q und X sind Einheitssysteme; es hat sich also zu- 
gleich ergeben, dass fSr das eine der beiden Systeme, mit welchen 
componirt Sl in 83 übergeht, stets ein Einheitssystem gewählt werden 
kann. Die Gleichung (8) besagt, dass B unter A enthalten ist (23), 
wenn Eq ein Vielfaches von E^ ist. Zugleich ergab sich, dass alsdann för 
eine der beiden Substitutionen, welche ^ in J3 überf&hren, eine uni- 
modulare gewählt werden kann. 

Nehmen wir die Ei^ebnisse dieses Artikels mit denen in Artikel 8 
zusammen, so können wir sie in folgende Sätze fassen: 

nia. Ein System 93 von n' ganzzahligen Elementen ist 
dann und nur dann Vielfaches eines ebensolchen 
Systems Sl, wenn der q^^ Elementartheiler von 93 ein 
Vielfaches des q^^^ Elementartheilers von S ist für 
p "B 1, 2, • . • tt. 

lUb. Eine Form B ^^phikOOiyu (t,i = 1, 2, . . . n) mit ganz- 
zahligen Eoefficienten ist unter einer ebensolchen 
Form A ^^aik^iVk (i, Ä = 1, 2, . . . n) dann und nur dann 

enthalten, wenn jeder vonNull verschiedene zusammen- 
gesetzte Elementartheiler des Eoefficientensystems 
von B durch den entsprechenden Elementartheiler des 
Eoefficientensystems von A theilbar ist.* 

30. Es sei nun insbesondere der (>^ ET des Systems S3 von B 
gleich dem p*^ ET des Systems Ä von J. für p «= 1, 2, n. Als- 
dann kann man nach 29 durch unimodulare Substitutionen die Formen 
A und B in dieselbe reducirte Form 

transformiren; es wird dann eben 

• Smith, Phil. Trans. 1861 (62), vol. 151, S. 320; Proc. of the Lond. math. soc. 
(73) vol. rV, S. 244. Frobenius, Crelle's Joum. (80) Bd. 88, S. 114. Hensel, 
Crelle'B Jonm. (95) Bd. 114, S. 100. 
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und daher werden die Substitutionen 

in (8) alle unimodular. Ä und B sind al^o dann äquivalent (26). 
Wir haben daher mit Bücksieht auf den Satz 8b) in 25 das Theorem: 

IVa. Zwei Formen Ä ^^anXjyjt (i, Ä; «= 1, 2, . . . n) 

und 

B '^^bikXiifk (i, Ä — 1, 2, ... n) 

mit ganzzahligen Eoefficientensystemen Sl und 83 (zwei 
Systeme % und 93) sind dann und nur dann äquivalent, 
wenn die entsprechenden zusammengesetzten Ele- 
mentartheiler von $( und 93 gleich sind, oder was das- 
selbe besagt, wenn die Systeme Sl und 93 im Bange und 
in den einfachen Elementartheilern übereinstimmen. 

Sind zwei Formen Ä und B äquivalent, so kann man, da ihre 
Eoefficientensysteme in den zusammengesetzten ETn übereinstimmen 
(IVa), nach unseren obigen Entwickelungen Ä in B (ebenso B in A) 
stets durch unimodulare Substitutionen transformiren; auch das Um- 
gekehrte ist giltig (26). 

Nennt man daher zwei Formen A tmä B äquivalent, wenn A in B 
(tmd somit oMch B in A) durch tmimodviare Substitutionen transformirt 
werden Jcann^ so deckt sich diese zweite, scheinbar engere Definition 
der Äquivalenz vollständig mit der früher (25) gegebenen. Analoges 
gilt bezüglich der Definition der Aequivalenz von Systemen. 

Stimmen fOr zwei Systeme Sl und 93 von gleichem Bange r die 
Zahlen D^ und Dg (25) überein, so stimmen auch die Zahlen E^ und 
Eg — also auch die einfachen ET von S und 93 — überein; somit' 
kann man dem Theoreme IVa mit Bücksicht auf Satz 8a) in 25 die 
folgende Fassung geben: 

IVb. Zwei Formen A und B von 2n Variabelen mit ganz- 
zahligen Eoefficientensystemen % und 93 (zwei Systeme 
Sl und 93) sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die Systeme S( und 93 (sie) von gleichem Bange sind, 
und der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten q^'^ Grades von S( mit demjenigen aller 
Subdeterminanten p**** Grades von 93 für 

p = l, ..., r 
übereinstimmt. 
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Auf rationalem Wege lässt sich also entscheiden, ob zwei Formen 
(Systeme) äquivalent sind oder nicht, und auf ratianaiem Wege lassen 
sich (28)* die unimodularen Substitutionen (Einheitssysteme) ermitteln, 
welche eine Form in eine zu ihr äquivalente Form überführen (mit denen 
zusammengesetzt ein System in ein äquivalentes übergeht). 

31. Wir stellen uns nun fönende Aufgabe:** 

In der büinearen Form 

K^Vi + h^Vi H 1- KXrtfr -== H 

seien %ii %s> • • •> ^r gcm^ beliebige von Null verschiedene ganze 
Zahlen. Es sollen die ET ihres Koefficientensystems bestimmt 
werden. 
Ist speciell \ durch \y h^ durch h^ u.s.w. theilbar, so sind 
hi,h2,...hr, wie wir in 28 sahen, gerade die zusammengesetzten ET 
des Systems von H. Man erhält dann die einfachen ET, indem man 
\, h^, . . . hr in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind (4). Wir werden zeigen, dass man auch im allgemeinen 
Falle beliebiger hi die einfachen ET durch eine solche Zerlegung der 
hl erhält. 

Es sei p eine Primzahl, die in 

aufgeht; p stecke in h^ zur Potenz l^. Nun ordnen wir die Zahlen l^ 
nach fallender Grosse und bezeichnen sie dann der Reihe nach mit 

Infolge dieser Bezeichnung enthalt Dr die Primzahl p zur Potenz 

«1 + ^2 H f- ^r, 

die Subdeterminanten (r — l)**'' Grades des Koefficientensystems von H 
enthalten p zur Potenz 

«1 + Kg + • • • + «r— 1; 

eine aber enthält p genau zu dieser Potenz. Der grosste gemeinschaft- 
liche Theiler aller Subdeterminanten (r — 1)*^ Grades enthält also p 
zur Potenz ^ a. r, a. j_ « 

Dr enthält p zur Potenz 

«1 + «2 H h «r, 

also enthalt r, 

TP ^^ 

p zuff Potenz ccr. Analog beweist man, dass 

* Die Substitutionen können auch direkt durch Auflösen linearer Gleich- 
ungen gefunden werden (vergl. 89). 

** Yergl. Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Eoefficienten, 
Crelle's Joum. (79) Bd. 86, § 6. 
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p zur Potenz «r — i enthält, u. s.w. Die Potenzen 

sind daher die zur Basis p gehörenden einfachen ET von J7(4). Also: 
U) Man findet die ElementartJieüer eines Systems 

Äi 0...0 
Äj 0...0 
Äs 0...0 



0...Ä. 



vom Bcmge r, indem man jede der r von Ntdl verschiedenen ZaMen aus 
demsdhen in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Primzahlen sind. 

Die allgemeinere Fassung unseres Ergebnisses folgt daraus, dass 
durch ZufQgen von Nullreihen der Eang und die ET eines Systems 
ungeändert bleiben. 

Nachdem man, wie oben angegeben wurde, die einfachen ET des 
Systems einer Form Ä,a:,y,+ - +Ä.a;,yo 

das vom Range r sei, bestimmt hat, kann man nach 6, c) auch leicht die 
zusammengesetzten ET desselben berechnen. Man erhält darnach die 
letzteren ET aus den h^y. . ,hr wie folgt: Man zerlegt ^, i^, ... Ar in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen i>, ?, y, . . . sind. Das 
Produkt der höchsten Potenzen von p, ?, r, . . . ist der r** ET JBr des 
Systems, das Produkt der zweithöchsten Potenzen von p, ?, i*, . . . der 
(r — !)*• ET Er^i des Systems, u.s. w. Somit ist Er das Meinste ge- 
meinschafüiche Vielfache wnd E^y wie bekannt, der grösste gemein- 
schafÜiche Theüer der ZaJüen h^yh^,... K. Es erscheint also hier der 
Begriff der zusammengesetzten Elementartheiler als eine Verallgemeinere 
ung der Begriffe des grössten gemeinschaftlichen Theüers wnd des Jdeinsten 
gemeinschafUichen Vielfachen auf Systeme von mehr als zwei ZaMen. 

32. Die Form A^^aaXiyt sei in die Theilformen A^ und A^ 

zerlegbar (22). Die Systeme Ä, Sfj, STj von A, Jj, A^ seien bez. vom 
Range r, 2, m; dann ist nach Satz c) in 22 

r =-l + m. 

Die von Null verschiedenen zusammengesetzten ET von ST^ und 93^ 
seien bez. 
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'h.f h>^y • • • hu 

"'l + ly /»/H-Sj • . • i^r' 

Dann giebt es nach 28 unimodulare Substitutionen S^ T, TJ^ V derart, 

wird. Daraus folgt aber 

(9) ÄjiCiyiH V'h'iXiyi + hi^iXiJ^iyi^i'] \-Kxryr 

^{8 + u){a^ + a;){t+v), 

wenn man berücksichtigt; dass 

SA^V^SA^T^SA^V^ UA^T^ UA^V-^ UA^T^O 

wird, weil nämlich die Variabelen, welche in S, T, A^ auftreten, in 
Uf Vy A^ fehlen. Setzen wir nun 

so wird (9), da A^^^A^ + A^ ist, zu 

P und Q sind aber zerlegbare Formen; daher ist [22, Satz c)] 

\p\^\S\-\U\-±l, |<?l = |!r|.|F|-±l; 

P und Q sind also unimodulare Substitutionen. Man Tcann also unter 
den gemachten Voraussetzungen dwrch unimodulare Substitutionen A^ in 

A9 tn TT 1 1. 

-a, = hi^iXi^iyi+i+ hKXryr 

und A^ Ai + A^ in 

Hi + Hi^h^XiyiA hKxryr ^B 

überführen. 

Nun stimmen aber die ET von A^ A^, A^ bez. mit den ETn der 
Koefficientensysteme §, §1, §3 von Hy fl^, H^ überein (26); man er- 
hält aber nach 31 die ET vom $1, indem man h^, h^y . . .hi, die von 
$2, indem man %/+i, hi^^f * - -hr, und die von $, indem man 
Äj, h^y .. .hr in Faktoren zerlegt, die Potenzen verschiedener Prim- 
zahlen sind. Daher sind die ET von $ diejenigen von $^ und ^^ 
zusammengenommen, und es gilt somit das Fimdamentaltheorem:* 

y. Die Elementartheiler des Eoefficientensystems einer 
zerlegbaren Form (eines zerlegbaren Systems) sind die- 
jenigen der Koefficientensysteme ihrer Theile (die- 
jenigen seiner ,Theile) zusammengenommen. 

• Frobenius, 1. c. S.164. 
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33. Wir geben zum Schlüsse dieses Paragraphen noch einige für 
spätere Verwendung nöthige Entwickelungen über zerlegbare Formen. 

Sei wieder die Form A in die Theile A^ und A^ zerlegbar, sei 
femer q eine positive ganze Zahl, die nicht grösser als der Rang r des 
Systems 8 von A ist; endlich bedeute 2)^, Lffy Df^ bez. den grossten 
gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten q*^ Grades von Sl, 
%.} ^7 ^0 ^oc^ ^19 ^I« die Systeme'Von A^ und A^ vorstellen. Ist 
Q grösser als der Bang r^(r^) von ^^(Äg), so denken wir uns D^^\Df^) 
gleich Null gesetzt. Wir behaupten alsdann: 

Dq ist der grösste gemeinschafüiche Theüer der ZaJUen 

Betoeis, Jede Subdeterminante q*^ Grades S^— m,™ aus Ä, welche 
nicht dem Systeme %^ oder ^ angehört, ist das Produkt einer Sub- 
determinante {ff'—rn)^^ Grades von Slj und einer Subdeterminante 
listen (Grades von %^\ es giebt umgekehrt stets eine Subdeterminante 
gUai Grades von 8, welche das Produkt zweier Subdeterminanten 
(p — w)**^ Grades und w*^ Grades von Äj bez. %^ ist. Steckt also für 
ein bestimmtes m die Primzahl p in D^^Lm zur Potenz o^, in D^^ zur 
Potenz Og, so steckt sie in allen Subdeterminanten 8^^m,m zur Potenz 
cc^ + cc^ imd zu keiner höheren; daher ist DfLmJDm der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten £i^— m,m; dies gilt für 
w «» 1, 2, . . . p — 1; die in ^ bez. Ä2 auftretenden Subdeterminanten 
(>*^ Grades aber haben per def. den grossten gemeinschaftlichen Theiler 
D^^^ bez. Df^] also ist Dg der grösste gemeinschaftliche Theiler der 
Zahlen 

w. z. b. w. Für p = r folgt sofort, dass der grösste gemeinschaftliche 
Theüer aller Stibdeterminanten r'*" Grades von H gleich dem Produkte des 
grossten gemeinsamen Theüers aller Subdeterminanten r^ Grades von Sli 
in den grossten gemeinsamen Theüer dUer Subdeterminanten r^^ Grades 
von Slj ist, wenn das System ?t vom Bange r in die Systeme Äj und 
SI2 vom Bange r^ bez. r, zerlegbar ist. 

Die Ausführungen dieses Artikels gelten m. m. auch dann, 
wenn die Elemente von % ganze Funktionen einer oder mehrerer Ver- 
änderlichen sind. 
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§ 4. Systeme, deren Elemente ganze Funktionen 
einer Veränderlichen sind. 

34. Die Entwickelungen des letzten Paragraphen gelten mit ge- 
ringen Modifikationen auch für Systeme (Formen) ^ deren Elemente 
(Koefficienten) ganze Funktionen einer Veränderlichen X sind. Die Be- 
griffe ,, Enthaltensein unter einer Form'' („Vielfaches eines Systemes"); 
„Aequivalenz'', „Elementartransformation" u. s. w. werden hier, wie 
früher in 23 — 25 und 21, definirt, nur dass also hier „ganze Funktion 
einer VeränderHchen A" für „ganze Zahl" zu setzen ist. An Stelle der 
unimodularen Substitutionen treten jetzt solche Substitutionen , deren 
Koefficienten ganze Funktionen von X sind, deren Determinanten jedoch 
von X unabhängig und nicht Null sind. An SteUe der Einheitssysteme 
treten Systeme, deren Elemente ganze Funktionen einer Veränder- 
lichen X sind, und deren Determinanten die oben angegebenen Eigen- 
schaften besitzen. Nimmt man die aDgegebenen Veränderungen in 
23 — 33 vor, so bleiben die Entwickelungen und Sätze daselbst im 
Uebrigen bestehen, denn da z.B. der Algorithmus zur Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers für ganze Zahlen und ganze 
Funktionen einer Veränderlichen derselbe ist, so gilt die Kronecker- 
sche Reduktion eines Systems in 28 nicht blos für Systeme mit ganz- 
zaUigen Koefficienten, sondern auch für die hier betrachteten Systeme, 
deren Elemente ganze Funktionen einer Veränderlichen sind: der Grad 
des ersten Diagonalelementes wird so lange erniedrigt, bis dasselbe 
Theiler aller übrigen Elemente der ersten Zeile und Spalte wird, dann 
macht man durch Elementartransformationen c) alle die letzteren 
Elemente dieser beiden Reihen Null, u. s.w. — Insbesondere aber gelten 
die auf jene Reduktion sich stützenden Fundamentalsätjse Illa und 
Illb, IV a und IVb auch fü/r Systeme (Formen)^ deren Elemente (Koeffi- 
cienten) ganze Funktionen einer Varidbden X sind.^ Zwei solche Formen 
kann man auch äquivalent nennen, wenn die eine in die andere durch 
Substitutionen übergeführt werden kann, deren Koefficienten ganze 
Funktionen von X sind, deren Determinanten aber von X unabhängig 
und nicht Null sind. 

Auf Grund dos Theorems IVb kann, da die Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Theilers von ganzen Funktionen einer 
Variabelen durch rationale Operationen geschieht, auch hier auf ratio- 
nalem Wege über die Äequivalenz zweier Formen entschieden werden, 

♦ Frobenius, Crelle's Journ. (79) Bd. 86 , S. 20» und (80) Bd. 88, S.llO; 
Hensel, Grelle's Joum. (95) Bd. 114, S. 100. 
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und auf rationalem Wege können (28, 30)* die Substitutionen gefunden 
werden, welche eine Form in eine äquivalente transformiren. ü. s. w. 

Hervorgehoben werde schliesslich noch die Gütigkeit des Funda- 
mentalsatzes V über die EUmentartheüer zerlegbarer Systeme für die hier 
betrachteten Systeme. 

35. Sind die Eoefficienten einer bilinearen Form ganze Funk- 
tionen a**" örades einer Variabelen X, so soll a der örad der bi- 
linearen Form** heissen. Analog wird man den Begriff „Gh*ad 
eines Systems'^ einführen^ um dann auch die folgenden Ergebnisse fclr 
Systeme in Sätze fassen zu können. Da derartige Uebertragungen ge- 
nügend oft in § 3 und § 4 ausgeftihrt wurden, dürfen wir ims auf 
Formen beschränken. Eine bilineare Form a^^ Grades Ä lässt sich 
stets auf die Gestalt 

bringen, wo -4j, Jj, ... -4« bilineare Formen sind, deren Eoeffi- 
cienten nicht von X abhängen, und Ä^ nicht identisch NuU ist. 

Ist B eine bilineare Form /S**" Grades, und wir setzen, wie vor- 
stehend, -ß _ j^^j^ ^ jg^^^i + ... + JB^^ 

soist,wemi j^^j^l^^ 

ist, das symbolische Produkt 

AB « AoB^X^'+f' + {A^B^ + A^B^)X'+fi-^ + . . • 

von A und B eine bilineare Form genau vom (a + ß)*^ Grade. Denn 
A^Bq kann, wenn | B^ \ nicht Null ist, nur dann identisch verschwinden, 
wenn A^ identisch verschwindet (12), was gegen die Voraussetzung 
verstösst. Allgemeiner beweist man analog, wenn G eine weitere bi- 
lineare Form vorstellt, den Satz: 

a) Der Grad der Form ABC ist gleich der Summe der Grade von 
Af B und C, wenn in zwei Faktoren des synibolischen ProduJctes die 
Beterminamten der Formen^ welche mit den höchsten Potenzen von X 
muUiplizirt sind, nicht verschwinden. 

Wir behalten die Bezeichnungen bei und beweisen einen weiteren 
Satz: 

\)) Ist ß ^cc und I Bq I nidii NuU, so gieht es eine und nur eine 
Form Q vom Grade a — ß und eine Form C von niedrigerem als ß^ 
Grade, welche der Gleichung 

A^QB + C oder A^BQ + C 
Genüge leisten. 

♦ Vergl. S. 64, Anm. 1. 
♦♦ Frobenius, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S.202. 
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Setzt man nämlicli ^ o 

so hat man die Form 

so zu bestimmen^ dass der Grad der Form 

kleiner als j3 wird. Nun ist aber 

A^QB^{A^^Q^B^)X + {A,^ Q,B,- Q,Bo)X--''+ '- 

+ (^y- Q^By-Q,By^x QyB^)X^+"" 

Daher müssen die Koefficienten von X^y X''—^,...X^ verschwinden; 
es muss also 

A-QoSt+QlB^, . . ., ily = Q^By + Q.By^l + ... + QyB^ 

sein. Da | J?q { ^ vorausgesetzt wird^ so ergiebt sich aus vorstehen- 
den Gleichungen 

Qo - AB^\ (?,« (J, ~ QoBt)Bir'^ « A,B^' - A^B^'B,B^\ 

u. 8. w. Daher sind die Formen Q^y Qu . - . Qy und damit Q und C 
vollständig bestimmt. Analog findet man die Formen Q und C, welche 
die Gleichung A^BQ + C erfüllen. 

36. Von besonderem Interesse sind diejenigen Formen^ deren 
Koefficienten ganze Funktionen ersten Grades einer Yariabelen X sind. 

A '^^aikXiffky B ^^bikXjift (i, * « 1, 2, ... w) 

zwei solche Formen, so können wir, wie oben, 

A'^XA^+Ai, JB « XBq+ i?i 

setzen, wo also A^, -4^, JBq, Bi von X unabhängige Formen vorstellen. 
Ist die Determinante { Aq \ von A^ nicht Null, so kann die Deter- 
minante I A I von A nicht für jeden Werth von X verschwinden; denn 

man hat 'A\-=\XA,+ A,\ = X-\A,\ + --- + \A, 



üeber zwei bilineare Formen ersten Grades gilt nun folgendes 
Theorem von Weierstrass:* 



* Weierstraas, BM 1868, S.812 — 814 (Ges. Werke Bd. 11, S.21~22); 
C. Jordan, Compt. rend. 1871, II. s^r. pag. 787 und Liouville^s Joum. 1874, 
S. 85; Hamburger, Grelle 's Joum. (78) Bd. 76, S. 118; Darboux, Liou- 
ville's Joum. 1874, S.847; Kronecker, BM 1874, S. 216 flg. [Ges. Werke Bd.I, 
S. 891 flg.]; Gundelfinger in Hessens Vorl. über anal. Geom. des Baumes, 
3. Aufl. 1876, rV.Supplem.; Stic kelb erger, Crelle's Joum.(79)Bd.86,S.20flg.; 
Predella, Le omogr. in uno spaz. ad un num. quäl. di dimens. Ann. di mat. 1889 — 90, 
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VL Wenn die Formen Ä'^ XAq+ A^ und B -^ XBq+ B^ so 
beschaffen sind^ dass die Determinanten \Aq\ und J^qI 
nicht verschwinden^ und die Elementartheiler der 
Determinanten |iUo+^J und lAJBo+'&il übereinstimmen, 
so kann man jede dieser Formen in die andere durch 
Substitutionen transformiren, die nicht Null sind, 
und deren Eoefficienten nicht yon X abhängen. 

Beweis. Die Systeme der Determinanten \A\ und \B\ sind von 
gleichem Range n; ausserdem stimmen ihre ET überein; folglich 
sind die Formen A und B äquivalent (Theorem IVa in 30, 34), und 
zwar können auf rationalem Wege zwei solche Substitutionen Pq und 
Qq gefunden werden, dass symbolisch 

(1) -B = Po^Öo 

ist, wobei die Eoefficienten der Formen Pq und Qq im Allgemeinen 
von X abhängig, ihre Determinanten aber von X unabhängig imd nicht 
Null sind (30, 34). Die zu Pq und Qq inversen Substitutionen 

sind von gleicher Beschaffeiüieit, wie P, und ^q. Aus (1) folgt zu- 
nächst P,A-B8o, AQ,^B,B. 

Jetzt bestimmen wir Formen P, Pj, §, Q^^ P, P^, /S, 8^ so, dass 

pQ^BP, + P, Qq^Q^B^^Q, 
Bq « AB^ +By 8q^SiA + 8 

und der Grad von P, Q, B, 8 niedriger wird, als der'Grad von B bez. A 
(35, Satz b). Da hier A und B Formen ersten Grades sind, so sind 
die Formen P, Q^ P, 8 von X unabhängig. Dann wird 

PqA^ B8o^B{8^A + S) - BS^A + B8, 
Po4- (PPi+ P)A « BP^A + PA, 

^^ BP^A + PA^ B8^A + B8, 

B(P^-8;)A^B8-PA. 

Da \Bq\ und |^{ nicht Null sind, so ist der Grad der zuletzt links 
stehenden Form nach 35, Satz a) mindestens gleich Zwei, der Grad 

Ser.n, Bd. XVII, § 10; Calb, Dimosfr. algebr. del teorema di WeierstraBs sul. 
forme bil., 'Ann. di mat. 1896. Diese Autoren beweisen das Theorem mit Benutzung 
der Wurzeln der Gleichungen \IA^ + Äj^ | = Ound | A JB^ + J^i | -0, also auf nicht 
rationalem Wege. Den obigen Beweis, bei welchem die Wurzeln jener Gleichung 
(die einf. ET.) nicht expl. auftreten und überhaupt nur rationale Operationen 
vorkommen, gab Frobenius, Crelle's Joum. Bd. (79) 86 , S. 202 — 204. 
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der rechts stehenden Form ist aber höchstens gleich Eins, daher 
müssen in der letzten Gleichung die rechts und links stehenden Formen 
yerschwinden; und zwar muss (12) 

(2) ' Pi-Si-0, BS-PÄ^O 
sein. Nun ist aber fOr 

daher ist ^o^o=*-^; 

^QoS,Ä+Q,B8+Q8 

und wegen (2) somit 

oder E-^Q8^Q,8,A+Q,PÄ 

(3) E-^Q8^{Q,8,+ Q,P)Ä. 

Die Form links in (3) ist von A unabhängig, die in (3) rechts stehende 

enthält X in den Koefficienten mindestens linear (35, Satz a), daher 

muss (12) 

QoSi+QiP-0, Q8^E 

sein. Die Form 8 ist nach der letzten Gleichung die zu Q reciproke 
Form. Daher hat man 

(4) QS^8Q^E, 

und es ist weder | Q \ noch 1 8 \ Null. Jetzt folgt aber aus (2) und (4) 

PAQ'r^B8Q^BE^B', 

da I f I nicht Null ist, so ist es auch { P \ nicht. Die symbolische 
Gleichung ^ 

(5) B^PAQ 

besagt aber, dass ^ in jB durch zwei Substitutionen P und Q über- 
geht; die Eoef&cienten derselben sind von X unabhängig, ihre Deter- 
minanten nicht Null; daher ist unser Satz bewiesen. 
Aus (5), oder anders geschrieben, aus 

XB,+ B,^P(XA, + A,)Q 
oder 

XB^+B^^XPA^Q + PA,Q 

folgt, da diese Gleichung für jedes X gilt und die in ihr auftretenden 
Formen von X unabhängig sind, 

B,-^PA,Q, B,^PA,Q, 

Die Uebereinstimmung der ET der Determinanten 

\XAq+A\ und \XBq+Bi\ 

ist die nothwendige (26, 34) und, wenn die Determinanten \Aq\ und 
^0 1 nicht verschwinden, auch die hinreichende Bedingung dafür, dass 
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man Substitutionen P, Q angeben kann^ deren Determinanten nicht 
Null sind^ und die sowohl Aq in B^y als Ä^ in B^ überftihren. Ueber 
die Uebereinstimmung der ET wird auf rationalem Wege entschieden 
(34), und nur rationale Operationen brauchen angewandt zu werden^ um 
im Falle der Aequivalenz der Formen XA^ + A^ und XB^-^-B^ die Sub- 
stitutionen P und Q zu finden (vergl. 34 und vorstehenden Beweis), welche 
A^ in B^y A^ in B^y also jede Form der Schaa/r (1) 

(6) X^A^+X^A, 

in die entsprechende Form der Schaar 

(7) X,B,+ X,B, 

üherfuhren. Dabei wurde die Einschräikung gemacht^ dass { A^ \ und { B^ \ 
(oder auch | A^ \ imd | B^ |) von Null verschieden sind. Um nun die 
analogen Fragen auch im allgemeineren Falle ^ wo nur vorausgesetzt 
wird, dass die Determinanten der betrachteten Schaaren (6) und (7) nicht 
identisch NuH sind, wo aber die Determinanten beider Grundformen 
jeder Scholar Null sein könneny zu erledigen, müssen wir die ET der 
Deteiininanten \XiA^+ X2Ai\ und \X^Bq+ X^B^ \ ins Auge fassen, also 
zur homogenen Betrachttmgsweise übergehen. Wir nehmen dabei den 
Ausgang vom allgemeineren Falle, wo die Eoefficienten einer bilinearen 
Form (Elemente eines Systems) homogene ganze Funktionen gleich 
hohen Grades zweier Veränderlichen X^ | X^ sind. 

§ 5. Systeme, deren Elemente binäre Formen 

gleichen Grades sind. 

37. Es sei A ^^ai^Xiffk (i, t == 1, 2, . . . n) eine bilineare Form, 

deren Eoefficienten homogene ganze Funktionen a'** Graäes zweier Ver- 
änderlichen X^ I X^ sind. Führen wir dann in ^ an Stelle der Yeränder- 
liehen X^ \ X^ durch die lineare Substitution 

^ ^ \ X^^Xh + h\ 

gV — gh 

nicht Null ist, eine Variabele (einen Parameter) X ein, so geht A in 
eine Form der im letzten Paragraphen betrachteten Art über, die wir 
mit A bezeichnen wollen. Durch (1) geht nicht nur \A\ in \A\, 
sondern auch jede Subdeterminante q*^ Grades 5^ von | -i- { in die ent- 
sprechende Subdeterminante p*®* Grades ä^ von | A \ über. Ista^X^ + a^X^ 
ein linearer Theiler von Sgy der in Sq zur Potenz l^ auftritt, so tritt 
der ihm entsprechende Theiler a^'X+c^', wo 
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von iSp in S^ zur Potenz l^ auf, falls nicht 

wird, in welchem Falle dem Theiler a^Xi + a^k^ von S^ überhaupt 
Ttein* linearer Theiler von 8^ entspricht. Entspräche nun einem 
weiteren Linearfaktor ii^+ &2^ ^^^ ^^y ^^ nicht 

a^ : Og = &i : ftg, 

ebenfalls in 8q der Theiler a[X + a^, so wäre 

wenn C eine von Null verschiedene, endliche Grösse bedeutet. Aus den 
letzten Gleichungen folgt aber, wenn man C eliminirt, 

(oii, — a^\)(ßh'— g'h) — 0; 
es wäre also ir _/il /% 

gegen die Voraussetzung. — Daher tritt der Theiler a[X + a^, wenn 
a[ «1« ist, in S^ genau zur Potenz lg auf. 

Die KoefScienten a[ und a, können nicht gleichzeitig Null sein, 
da sonst gh!—g'h Null wäre. Die Systeme von \Ä\ und \A\ sind da- 
her gleichen Bcmges. 

Nun sei der Bang des Systems von | Ä \ gleich r. Der grösste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten r*^ Grades von | J.| 
gleich (t(^ I Aj). Dann wählen wir in (1) die Eonstanten g und h so, 
dass G(ci\h) nicht Null wird, und fuhren dann Ä mittelst (1) in A 
über. Ist nun a^X^ + a^X^ irgend ein linearer Theiler von G{Xi\X^\ 
also die Basis eines ETs des Koefficientensystems von Ä (4), so ist a^' 
nicht Null. Wäre nämlich aj^Oj^ + ö^Ä Null, so wäre (}(Xi\Xf) 
für Aj = <7, Aj = Ä Null, gegen die Voraussetzung. Daher ist a[X + a^ 
ein linearer Theiler aller Subdeterminanten r**^ Grades von | A |. Tritt 
a^Aj + Oa^j in allen Subdeterminanten p**^ Grades (fi^r) des Systems 
von I A I zur Potenz lg auf, so gilt das Gleiche von dem entsprechenden 
Theiler a[X + a'^ aller Subdeterminanten q^^ Grades des Systems von | A [, 
und umgekehrt. Daher ist vermöge (1) jedem Elementartheiler (^1^1+ (^ ^2)*? 
des Koeffidentensystems von A ein Elementartheiler (a[X + fl^i)*^ des Ko- 
efficientensystems der Form A eindeutig ztigeordnet, wenn G(g\h) von 
Null verschieden ist. 



• Kein „eigentlicher", d. h. von X wirklich abhängiger Theiler u. s. w. Dieser 
Zusatz „eigentlicher^' bleibt als selbstverständlich oben weg. 
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38. Von dem eben entwickelten Principe der Zuordnung werden 
wir später noch ausgedehnte Anwendung machen. Zunächst benutzen 
wir dasselbe zum Beweise des folgenden Theorems:* 

VII. Ist ein System; de&sen Elemente binäre Formen gleich- 
hohen Grades sind^ zerlegbar, so sind die Elementar- 
theiler desselben diejenigen seiner Theile zusammen- 
genommen. 

Es sei die Form Ä, deren Eoefficienten homogene ganze Funktionen 
gleichen Grades von zwei Veränderlichen l^ \ X^ seien, in die Theile A^ 
imd Jg zerlegbar; SI^ und St, seien die Eoefficientensjsteme von A^ 
bez. -4g. Die Rangzahlen von ?l, ?l,, Sf^ seien bez. r, r^, r^. Bedeutet 
dann G den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
r**° Grades von Ä, und haben G^ und G^ für die Systeme Ä^ und Ä^ 
die analoge Bedeutung, so ist nach 33 ^vergl. die Schlussbemerkung) 

(2) ' G^G^'G^. 

Jetzt transformiren wir mittelst einer Substitution (1) die Form 

A^A^ + A^ 

in eine Form _ __ _ 

A^ A^ + A^ 

und zwar wählen wir dabei die Eonstanten ^, h wieder so, dass G für 
^i^ff> Aj««/^ nicht Null ist. Die Systeme von -4, Jj, A^ bezeichnen 
wir bez. mit 81, Äj, Ä^. Da 6r für ^i^g, Xj = Ä nicht Null ist, so 
gilt wegen (2) dasselbe von Gj und Gg. Daher ist durch diese Gleich- 
ungen (1) jedem ET von Ä ein ET von 5S, aber auch jedem ET von 
STi oder Jfj ein ET von Ä^ bez. Slg zugeordnet (37). Nun sind aber die 
ET von Sl^ und Sl, zusammengenommen gerade die ET von % 
(Theorem V, 34), also sind auch die ET von Äj und SSi^ zusammen- 
genommen diejenigen von 31, w. z. b. w. 

39. Es seien nunmehr specieU die Eoefficienten der bilinearen 
Form A binäre Formen ersten Grades] wir können dann 

(3) A^X^A^+X^A^ 

setzen, wo A^ und A^ Formen sind, die nicht von X^ \ X^ abhängen. 
Alsdann stellt A eine Schaar von bilinearen Formen vor (1). Ist die 
Schaar A eine ordinäre, so enthält sie eine endliche Anzahl singulärer 
Formen (10); eine singulare Schaar enthält lauter singulare Formen. 
Das Formenpaar J^, A^ heisst ein ordinäres oder ein singuläres 
Formenpaar, je nachdem | X^Aj^ + X^A^ \ =|e bez. = ist. 

^ Dasselbe ist in einem weit allgemeineren Theoreme enthalten. Yergl. § 18. 

Math, Elementartheiler. 5 
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Es sei nun durch 
(4) B^X,B^+}^B^ 

eine zweite Schaar gegeben. Dann heissen die beiden Schaaren A und 
B von bilinearen Formen äquivalent^ wenn man A in B durch zwei 
von X^ \ X^ unabhängige Substitutionen P und Q gemäss einer sym- 
bolischen Gleichung B «= FA Q transformiren kann^ deren Deter- 
minanten { P\ und I Q\ nicht Null sind. B geht dann in A durch die 
zu P und Q inversen Substitutionen P~^, Q"^ über, die ebenfalls von 
X^ I X^ unabhängig sind und nicht verschwindende Determinanten be- 
sitzen, öiebt es Substitutionen mit nicht 'verschwindender Deter- 
minante, welche eine Form A^ in eine Form B^ und zugleich eine 
Form A^ in eine Form B^ transformiren, so heissen die Formen- 
paare A^j A^ und B^, B^ äquivalent. 

Sind die Schaaren A und B äquivalent, so giebt es Substitutionen, 
welche jede Form der einen in die entsprechende Form der anderen 
Schaar, die also insbesondere jede der Grundformen der einen Schaar 
in die entsprechende Grundform der anderen Schaar überführen (36). 
Umgekehrt folgt aus 

B,^PA,Q, B,^PA,Q, 

X,B,+ X,B,^ P(X,A, + X,A,)Q 

^^'' B^PAQ. 

Giebt es Substitutionen P, (?, wo |P|, \Q\ nicht Null ist, die Ai in 
Bi und gleichzeitig A^ in B^ transformiren, so sind die Formenschaaren 

X^A^+X^A^ und X^B^+X^B^ 

äquivalent. Sind die Formenschaaren A und B äquivalent, so sind es 
auch die Formenpaare A^^ A^ und J?^, B^^ und umgekehrt. 

Sind zwei Schaaren X^A + X^B und X^A + A^B äquivalent, so 
sind die Substitutionen, welche gleichzeitig ^ in A, jS in B überführen, 
rational bestimmbar. Denn sind P, Q zwei Substitutionen der gesuchten 
Art, so hat man (symbolisch) 

K^PAQ, B^PBQ, 
woraus für Q^^ «= B 

AR^PA, B-R-PP 

folgt, sodass, wenn 

A ^^aijtXiyky B =^6,*ic,y*, | 

xr» "^T! 1 (^ ^' =" 1, 2, . . . t«) 

A — ^ cci k Xi yit , B ^^/3, * Xi j/a u. s. w. j 

nach (5) in 10 
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(5) ^Oii Tik ^^Pn aik, ^ßii ^tk ^^Pii ^ik 

i i i i 

(i-1,2, . .. n) 

sein muss. Man hat sonach für die 2n^ unbekannten Eoefficienten 
pn und qn gerade 2n' homogene lineare Gleichungen (5). Die Deter- 
minante derselben muss verschwinden^ imd die willkürlichen Kon- 
stanten^ die in die allgemeinste Lösung derselben eingehen^ müssen so 
gewählt werden können, dass | P | =|=' 0, | J? | «=1= ist. Damit ist P 
gefunden, aber auch Q, da (g — IJ— * ist.* 

Eine Formenschaar bUdet zusammen mit allen zu ihr äquivalenten 
Schaaren eine Klasse von Formenschaaren (25). Man definirt femer 
die Begriffe „elementare Schaar'^, ,,reducirte Schaar^', u. s.w. hier 
genau so, wie es am eben citirten Orte bei Formen mit ganzzahligen 
Koefficienten geschah. Analog spricht man von einem „elementaren 
Formenpaare'^, einem „reducirten Formenpaare^', u.s.w. 

Aus dem Hauptsatze II in 8 oder auch direkt, wie in 24 und 
25, ergiebt sich der Satz: 

12) Sind zwei Formenschcuiren A tmd B äquivalent, so stimmen 
ihre KoefficierUensysteme im Bange und in den Elementa/rtheüern überein. 

Auf Grund dieses Satzes bezeichnet man die ET des Koefficienten- 
Systems einer Formenschaar A auch als elementare Invarianten 
der Schaar A (des Formenpaares A^ und A^. Man wird nun sofort 
die Frage aufwerfen, ob sich dieser Satz 12 umkehren lässt. Das ist 
aber nicht allgemein der Fall, sondern nur dann, wenn die Deter- 
minanten I A I und I B I der Schaaren nicht identisch Null sind; im ent- 
gegengesetzten Falle müssen nicht blos Bangzahlen und ET der Systeme 
von I A I und { B \ übereinstimmen, sondern es müssen noch weitere 
Bedingungen erfüllt sein, damit die Schaaren A und B äquivalent 
sind (§ 8). Wenden wir uns zunächst zum Falle, wo die Deter- 
minanten der Schaaren A und B nicht identisch Null sind und die ET 
dieser Determinanten übereinstimmen. Da | J.| nicht identisch Null ist, 
so können wir die Konstanten g, h in (1), so wählen, dass | A \ fiir 

h-9i ^^K also . >, . r ^ 

gAj^ + hA^ 



nicht Null ist, was zur Folge hat, dass auch 
nicht verschwindet. Alsdann wird vermöge (1) 



♦ Vergl. Frobenius, Crelle's Joum.(79) Bd. 86, S. 146— 147. 

6* 
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AiBi + ^-»2 - (?-»! + Ä5,);i + g^B^+ h!B^ ^XB, + 5„ 
wo die Formen 

gAi + hA^ = ii, jr' Jj + V J, => Z, 

U.S.W, gesetzt wurden. Die ET von |^| und \B\ stimmen nach 
Voraussetzung überein ^ also auch diejenigen von 

XÄ^ + Ä^\ und \XBi+B^\ (37), 



die Determinanten | A^ \ und { i^^ | sind nicht Null, also giebt es nach 
36, Theorem VI Substitutionen, deren Eoefficienten von X nicht ab- 
hängen und deren Determinanten nicht Null sind, die XA^ + A^ in 
XBi+ B^ überführen. Durch diese Substitutionen geht also A^ in 
Bi^ A^ in B^, mithin die Schaar 

Aj ^1 + Xg -4 j 
in die Schaar KB, + X',S, 

über. Insbesondere geht durch diese Substitutionen 

h'Ä, - hl, - h'(ffA, + hA,) - h(^A, + h'A,) - (h'g - h^)A, 
in _ _ t' 

h'B^-hß,-h'igB, + hB;)-h{^B^ + glB;)-{h'g-hg')J[t,i^ 

also A^ in B^ über; analog zeigt man, dass jene Substitutionen A^ 
in ^2 überführen. Die Eoefficienten dieser Substitutionen hängen nur 
von denen der Formen -4j, J^, jBj, B^ und den Eonstanten g^ ^', Äj, ä' 
ab; ihre Determinanten sind nicht Null; also sind die Schaaren 

A'^X^A^+X^A^ und B ^ X^B^^ X^B^ 

äquivalent, w. z. b. w. 

Wir wollen das erlangte Resultat in dem Satze zusammenfassen: 

VIII. Zwei Formenschaaren, deren Determinanten nicht 
identisch Null sind, sind dann und nur dann äqui- 
valent, wenn die Determinanten der beiden Schaaren 
in ihren Elementartheilern übereinstimmen. 

Dieses Theorem hat zuerst Weierstrass, nur in etwas anderer 
Form, aufgestellt in seiner für unsere ganze Theorie grundlegenden 
Arbeit: „Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen."* 

Bezeichnen wir den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller 
Subdeterminanten qf^^ Grades von \A\ (von |-Bj) mit JD(''>(i)<*>), so ist 

• BM1868, S.312 — 314 (Ges.W.Bd.II, S.21— 22). Vergl. auch die S. 60— 61 
citirte Literatur. 
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nach dem Theoreme YIII die notliwendige und hinreichende Bedingung 
für die Aequiyalenz der Schaaren A und JS, dass B^^^ mit -D^*) für 
p — 1, 2, ...tj übereinstimmt. Nun können aber D^") und 2)<^ auf 
rationalem Wege ermittelt werden (36, 39), also Jcann über die Aequi- 
Valens gweier Formenschaaren auf roMonalem Wege entschieden werden, 
und die Substitutionen, welche eine Schaar in eine äquivalente über- 
führen, können durch alleinige Anwendung rationaler Operationen ge- 
funden werden (siehe oben). Nirgends treten die (einfachen) ET, die 
im Allgemeinen irrational sein werden, .wirklich explicite auf. Unser 
Beweis dafür, dass die üebereinstimmung der ET von \A\ und \JB\ 
die Aequiyalenz von A und B zur Folge hat, basirt eben auf der 
Krone cker'schen Reduktion einer Form (28, 34), die rational aus- 
geführt wird, und die zu einer Form führt, in welcher nur die 
zusammengesetzten ET als Eoefficienten auftreten. Dagegen benützt 
Weierstrass bei seinem Beweise eine reducirte Fprm einer Schaar, 
welche die Zerlegung der Determinante der Schaar in ihre einfachen ET 
nothwendig macht. Indem wir nunmehr auf diese ausserordentlich 
wichtige Weierstrass'sche Reduktion einer ordinären Schaar von 
bilinearen Formen näher eingehen, werden wir zugleich einen zweiten 
Beweis unseres Theorems VIII gewinnen. 



§ 6. Reduktion einer ordinären Schaar von bilinearen Formen 

nach Weierstrass.* 

a) Vorläufige Umformung der Schaar und die Jacobi'sche 

Transformation. 

40. Es seien die bilinearen Formen 

A^^a^Xiyky B^^hikXiifk (i, ä « 1, 2, . . . n) 

die Gnmdformen einer Schaar X^A^ X^B^ und zwar seien die Deter- 
minanten von A und B nicht beide Null, also sei etwa | A \ von Null 
verschieden. Wir verstehen unter X eine willkürliche Veränderliche 

und setzen ^ . -r^ ^ 

XA — B^Cy 

C^^diXiffk (i, i«l, 2, . ..n); 

es ist also , 

Cik ^ Xaik — Oik 

und die Determinante 



• Vergl. zu diesem Paragraphen die zuletzt citirte Arbeit von Weierstrass: 
BM1868, S. 310 — 338 (Ges.W.Bd.n, S. 19 — 44). 
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C\'-\XÄ-B\~ 



'nn 



von C verschwindet nicht identisch^ da | -4 1 -|- ist. Wir wollen diese 
Determinante kurz mit S bezeichnen. Die Wurzeln der Gleichung 

die sämmtlich endlich sind, wollen wir mit 

bezeichnen, wo h^n ist. Sei c^ » c eine dieser Wurzeln und der 
Exponent der höchsten Potenz, zu welcher erhoben der lineare Theiler 
X — c von S in allen Subdeterminanten (w — x)**' Ordnung von S auf- 
tritt, gleich Zj<(x « 0, 1, . . . n — • 1, l^^T). Setzen wir dann 

(1) h-i -Ix^en (x « 1, 2, . . . n; l^ — 0), 
so sind die Potenzen 

{X - c)\ {X — c)% ... (X — cyn 

von X — Cj deren Exponenten nicht Null sind, die sämmtlichen zur 
Basis X — c gehörigen ET von S (4); es ist 

^ + «i + f- e» « L 

Nunmehr bezeichnen wir die Adjunkte des Elementes c^t im 
Systeme von S mit iS<*, femer diejenige Determinante (n — x)**' Ord- 
nung, deren System aus demjenigen von S durch Weglassen der x 
ersten Zeilen und Spalten hervorgeht, mit S^*^* endlich bedeute 

(-l)'*Sit' 
die Determinante (n — x — !)*•' Ordnung, deren System aus dem von 
S^*) dadurch hervorgeht, dass man die (t — x)** Zeile und die (i — x)** 
Spalte weglasst. Dabei muss natürlich t > x, X; > x sein; ist % oder & 
kleiner oder gleich x, so denken wir uns ätl ^ gesetzt. 
Zunächst erkennt man, dass 

(2) ^ir'^-SW 

ist. Femer bestehen nach der Determinantentheorie die Gleichungen 

S'ii Sn — Sil Sii «= S Sikf 

Si2 Stk — Sa Sjt = S Sil:, 

(3) ^it ^n ^n off ^,, ^ttt 



o<« - 1) q{n - 1) q(« - 1) q(» - 1) n{n-- 1) q(ii) 

^HH Oik — Oin Onk =0 Oikf 

WO Si"~^^ « S^"^ = 1 zu setzen ist. 



♦ Es ißt S^ = S, 5(1)= 5', Ä(8)=.5", ... zu setzen. 
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Wir dürfen die Annahme machen ^ dass in der Determinante S 
die mit S', iS", . . . /S^"""^^ bezeichneten Subdeterminanten alle in Be- 
zug auf den linearen Theiler X^ c regulär (5) sind. Da nämlich 
S =^ 0; also regulär ist, so enthält es nach Satz 1) in 5 mindestens 
eine reguläre Subdeterminante (n — l)**"* Grades, die wir durch Reihen- 
vertauschung an die Stelle von S' bringen, falls dieses nicht schon 
regulär war;* nun enthält S' nach Satz 1) wieder mindestens eine 
reguläre Subdeterminante (n — 2)^^ Grades , u. s. w. Man kann also 
durch blosse Beihenvertauschung [Elementartransformationen b) in 27] 
bewirken, oder anders ausgedrückt, wir können in A und B und dar 
mit in C eine seiche Anordnung der Variabelen Xi und yi zu Grunde 
legen, dass die mit S\ S", . . . bezeichneten Subdeterminanten von S dUe 
in Bezug auf den betra^chteten Linearfaktor X ■— c von S regulär sind. 

Dass bei dieser vorläufigen Umformung sämmtliche ET von S 
ungeändert bleiben, braucht wohl kaum bemerkt zu werden (27). 

41. Da die Determinanten S^ S', S", . . . alle regulär sind, wie 
wir Yoraussetzen dürfen, so ist keine derselben identisch Null, wir 
können daher aus (3) die Gleichungen 

8 ^ S' "^ SS' ' 

Sif cfff af- er' 

S' ■" S" "^ S'S" ' 

in äff äff 



(4) 5;; Sl'i , S^^.S, 



5" S'" ' 8"S 



+ 



*S '^9k 



im 



tk '^tk I *« .»k 

folgern, wobei wegen (2) 

gesetzt werden konnte. Durch Addition ergiebt sich aber aus (4) 

W 5 " ÄÄ' "^ S'S" "^ 5"S'""^ ^ Sin-i)S(^) 

Ist i^k(k^i)^ so besteht die rechte Seite dieser Gleichung aus 
einer Summe von i(k) Gliedern, deren Bildungsgesetz man leicht er- 
kennt. Jetzt multipliziren wir (5) rechts und links mit UkVt und 
Summiren über i, k. Dann erhalten wir 

• Vergl. den Anfang von 7. 
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(i, fc = 1, 2, . . . n), 
wenn wir 

X" — SgaWj + ÄmWj H 1- SinUn, 



x(-)«. sir'^wn 

und 

r' = 5,1^1 + 521^2 + 531178 H t-5«it;^, 

r" « + 522t;a + 582^8 H h SliV^, 

(®) r"= 58%8+--- + 5:8t;,, 

TH« 5i;-'^t;, 

setzen. Die durch (6) gegebene Umformung einer bilinearen Form 

^SjkUkVi (i, Ä = 1, 2, . . . w) 

bezeichnet man als die Jacobi'sche Transformation der Form* 
Die hier entwickelte Methode gab Weierstrass I.e. an. 

er 

b) Die Zerlegung von^S^—^ UkVi in Fartialbrüohe. 
42, Auf der linken Seite der Gleichung (6) steht die zur Form 

reeiproke Form C"^ (12); C"~* ist eine rationale echt gebrochene 
Funktion der Veränderlichen X und soll als solche in Partialbrüche zer- 
legt werden. Uns interessiren zunächst nur die Glieder der Zerlegung, 
in deren Nennern Potenzen des Linearfaktors X — c von S stehen. 
Anstatt nun dieselben direkt aus C— ^ zu berechnen, benutzen wir die 
Gleichung (6) und zerlegen jedes Glied der rechts stehenden Summe 
in Bezug auf X — c in Partialbrüche und fassen dann die Glieder, in 
deren Nennern gleichhohe Potenzen von X — c stehen, zusammen. Um 
nun das Glied 



• V 



Vergl. Jacobi, Crelle's Joum. (57) Bd. 63, S. 265. 
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^(x-l)^(x) ' 

wo X eine der Zahlen 1, 2, ... n bedeutet, und Z^«- X', XW- Z", 
U.S.W. zu setzen ist, in Partialbrüche zu zerlegen, verfahren wir wie 
folgt: 

Wir wissen, dass S(«"-i)/S^*^ den Faktor A — c genau zur Potenz 

Ix — l + h 

enthält, da die Determinanten S^*""^) und S^ in Bezug auf X — c 
regulär sind (40). Also ist 

y(;i_c)'»+'«-i 

eine Fanktion von X, die ffir X = c nicht Null wird; wir können 
daher in der Umgebung der Stelle X = c sowohl 

ZW 
als auch y^^^ 

in eine unendliche Reihe nach steigenden Potenzen von X — c ent- 
wickeln.* Nun sind aber X^^^ und Y^*^ bei unbestimmten Werthen von 

Wj, tij, . . . Wn und t?i, t;,, . . . v, 

durch die ?»** Potenz von X — c und keine höhere theilbar, da S^*^ « S^"'-"'^^ 
in (7) und (8) regulär ist. Die Entwickelungen von 

und 



Q — Q 
haben demnach folgende Gestalt: 



* Zerlegt man Q' irgendwie in Faktoren |), q derart, dass sich p und q in 
der Umgebung der Stelle X = c nach steigenden Potenzen von l — c entwickeln 

lassen, so gilt das Gleiche von ^^^ , sowie von 

p q 

und man erhält schliesslich für — __ — r-r- eine Entwickelung von der Ge- 
stalt (12). Wenn oben speciell ^ ^ 

p^q^Q 

gew9Mt wurde, so geschah dies mit Rücksicht auf die Ausführungen in § 10 
dieses Buches. 



74 



§ 6, 42. 



(9) 
(10) 



zw 
rw 



= (A - c)'«[Xxo+ (A - c)X,i + (X - c)»X„+ ...], 



^ - (A - c)'« [Fxo + (A - c) r«i + (x-c)«rx, + ...], 

wo die Xx^, Yxv von der Form 

•X«^ = ^^— - (Cxx^Mx + • • • + C'bxm**«) (* ~ 0, 1, . . •, 
Y Cx 



(11) 



Tx, — — = (PxxrVx H 1- -D.xr»,) V — 0, 1, . . . 



sind; (7« und die Eoefficienten von iix> • • • ^m u^d t;«; . . . t?« in (11) 
sind ganze Funktionen von c und den Eoef&cienten der Formen Ä 
und B. 

Aus (9) und (10) folgt aber durch Multiplikation, wenn wir för 
Q wieder seinen Werth einsetzen, 



2«, 



[rxo + (;i-c)rxi + ...] 



oder mit Rücksicht auf (1) 



(12) 



^[(«-D^W (i_c)« 



[Xxo + (A-c)Xxx+..-][rxo+(A-c)rxi+...] 



— ^[Zo+Z,(X-c) + Z,(X-c)^+...] 



z. 



^1 



-^..- 



1 



TT + 77— ;Z=i +•••+ "13^ + -^'x + 



die X ersfen rechtsstehenden Glieder sind der Beitrag , welchen 

2^(x) y<x) 

&ei der FartiaJbrudizerlegtmg in Bezug auf den LinearfaJctor X — c liefert, 
wie sich aus den bekannten Regeln über die Partialbruchzerlegung un- 
mittelbar ergiebt. Für uns kommen nur die Koefßcienten von l~^ und 
Jl""^ in Betracht. Wir bezeichnen dieselben mit F^ bez, Gx. Dann ist 

oder, wie sich durch Ausmultipliziren des Produktes in (12) ergiebt, 
Ftt =■ Xxo Yx, «X — 1 + Xxi Ti,«^ — 2 + h Xx,«^ — 1 ITxO; 

Gx =* Xx Yx, e^ — 2 + Xx 1 Yx, ex — 8 + • • • + X,, ^^ _ g YxO • 

Für Cx ■=- 1 ist Gx •= zu setzen; ist e^ «=- 0, so sind natürlich 
Fit und 6rx Null. Wir setzen jetzt mit Weierstrass 



(13) 



(16) 
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(14) 2^„ r,. - (z. r.), ("+;:;-,;...._,); 

dann schreibt sich (13) kurz^ 
nach Obigem ist 

(z,r«)o-o 

ZU setzen. Bezeichnen wir jetzt die Koefficienten von (A — c)""^ und 
(X — c)~* in der Partialbruchentwickelung von C~^ mit JP bez. G, so 
ist wegen (6) und (15) 

^^ (x — 1,2, ...n). 

G = ßi+ G2+ ••• + G- -2(X^^,),^-^ 
Ist i eine der Zahlen 1, 2, ... n und Cjfc> 0, aber 6*^.1 — 0, so ist 

nach 6, GleicL (16). Daher ist 

(17) ^ (x-1,2,...*). 

Wir fassen das erlangte Resultat nochmals zusammen: Biß 
Koeffidenten von {X — c)*"^ wnrf (X — c)~* in tfer PaHioXbruchzerlegtmg 
von C7~"^ iw Bezug auf einen bestimmten Linearfaktor iL — c von S sind 
durch F und G in (17) gegeben; dabei bedeuten 

^7 ^} • • • ^* 

die Exponenten der sämmüichen ewr Basis X — c gehörigen ET von S. 
In F und G treten die linearen homogenen Funktionen 

^*0> ^kly • • • ■^*,«4— 1 

von t«2, tij, . . . e«« und 

^10; -Ml; • • • ^1, «»i— 15 ^20; ■'^i; • • • ^«,*a— 15 • • «5 

von t;^, V2, . . . Vn auf. Die Anzahl der Ausdrücke X«^ in jP imd Y^v 
in 6r ist bez. gleich (40) 

(18) «1 + <?s + h «* - ?. 
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43. Waren in der Determinante S die Subdeterminanten S\ S'^ . . 
ursprünglich nicht sämmtlich regulär in Bezug auf X — c, wie es im 
Allgemeinen der Fall sein wird, so hatten wir uns C durch lineare 
Substitutionen einfachster Art, die mit Vertauschungen der Variabelen 
Xi bez. yi gleichbedeutend waren, schon passend umgeformt gedacht, 
ehe wir die weiteren Entwickelungen in 41 und 42 vornahmen. Geht 
nun allgemein die bilineare Form C durch die linearen Substitutionen 

Vi •= p.i tfi + Pia^g H + P»»y« 

deren Determinanten nicht verschwinden und deren Eoefficienten nicht 
von X abhängen, in die Form ü Über, bedeutet IS die Determinante 
von C, u. s. w., so ist für 

(20) I , ^ . ^ . . ^ ($ = 1,2, ...n) 
bekanntlich: 

(21) 2^«*'''=2t"*''*' (»'* = 1»2,...«); 

die Wurzeln von S = und Äf — stimmen überein, desgleichen die 

Zahlen l^ und Zx, «x und e* (Satz 9 in 26, 34). Wird nun insbesondere 

durch die Substitutionen (19) die Regularität der Determinanten 

/Si, jSi . . . in S in Bez. auf einen bestimmten linearen Theiler X — c 

von S erzielt, so können wir die Jacobi'sche Transformation anwenden 

und darauf die Partialbruchzerlegung in Bez. auf l — c vornehmen, wie 

es in 40 — 42 angegeben wurde. Indem wir dann wieder die w', v] 

durch die Ut bez. Vi ausdrücken, erhalten wir wegen (21) die Partial' 

hruch^erlegtmg von 5. 

^-^w*v* (i, * « 1, 2, ... w) 

in Bezug auf den Theüer X — c von S. Es wird 

(22) 2¥„,,, = ... + ^-^+^ + ir, 

WO F und G durch (14) und (17) definirt sind und nach (11) die 
^xfi7 Yx9 Ausdrücke von der Form 



(23) 






sind; C> und die Eoefficienten der Veränderlichen w, und v, in (23) 
sind ganze FunJctionen von c, der Eoefficienten der Formen A und B 
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und der Substitutionskoefficienten a^ und ^,-;b. Unter H ist die Ge- 
sammtheit der nicht auf den Theiler X — c bezüglichen Glieder der 
Fartialbruchentwickelung zu Terstehen. 

Da wir die Begularität von 8\ 5", . . . durch Elementartransfor- 
mationen b) in 27 erzielen konnten^ so sind die an und ßn hier nur 
Zahlen „Null" oder „Eins'^, und von den Koefficienten der Ui und Vi 
in (23) sind je x — 1 Stück nach (11) gleich Null; d. h. die Ausdrücke 
^xftf ^xv haben zwar die in (11) angegebene Gestalt, aber die Ui bez. 
Vi werden im Allgemeinen unter sich vertauscht sein. Wir haben, 
anders ausgedrückt, in den gegebenen Formen Ä und B die Ver- 
änderlichen Xif yi in bestimmter Weise zu vertauschen, die Ent- 
Wickelungen genau wie in 40 — 42 vorzunehmen und am Schlüsse 
in den Xx^, Tx^ eine der Vertauschung der Variabelen Xi und yi ent- 
sprechende Vertauschung der Ui bez. Vi eintreten zu lassen. Wir haben 
vorstehend die Partialbruchzerlegung von C""^ für eine bestimmte Wurzel 
c^ Cg von 5 = durchgeführt. Um anzudeuten, dass sich diese Ent- 
wickelungen auf die Wurzel Cg beziehen, denken wir uns in ihnen c^Cq 
und Zx, e^y Je, F, G u. 8.w. mit einem oberen Index q versehen, also 
^^x\ ei?^ u. s.w. geschrieben. Es ist wegen (18) 

und (40) ,- ,,, 

Im Allgemeinen wird jede Wurzel von S « eine besondere Anordnung 
der Veränderlichen Xi und j/,, und damit auch der Veränderlichen Ui 
und Viy erfordern (43, Schluss); daher werden auch die im Vorher- 
gehenden mit iS', S"y . . . bezeichneten Determinanten im Allgemeinen 
für die verschiedenen Wurzeln verschieden sein. Unseren jetzt ein- 
geführten Bezeichnungen gemäss haben wir nunmehr für C"^ eine 
Partialbruchzerlegung von der Gestalt 

(24) c--2'^^=---+(r^. + (r?^+---+(rr^.+ (i3^+"- 

GW FW 

wo nach (16) und (17) 



(25) 



G(s-i = Gi?> + G^i^ + ... + G<^) = 2;(XW 7(«)),f-, 



ist, und X — 1, 2, . . . ¥^\ p = 1, 2, . . . Ä zu setzen ist. 
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o) Die Entwiekelnng von C~^ nach fallenden Fotensen von L 

44. Aus Gleichung (24) ergiebt sich eine Entwickdung von C"^ 
nach foiUenden Potenzen von X\ gerade diese Entwickelung ist f&r 
uns wichtig. Man hat nämlich 

jp(9) 2r(?) F^9) 






also ^^ ^Q^ ^ 

(26)^^^*^'- 1 + r^ 

+ ... 

Setzt man in den Eoefficienten von y und -p f^r 

ihre durch (25) gegebenen Werthe ein, so erkennt man, dass in ihnen 

(27) V+r^..,j^l{n)^n 

lineare Formen Xj[?> von m^, t^, . . . ti« und ebensoviele lineare Formen 
Y^^ von t?i, «2, . . . v^ auftreten (42, Schluss). Die sämwüichen ET 
von S sind durch die Potenzen 

(X - c)<, (X - c,)% ... (X - c,y,' ; {X - c,)<\ {X - c,)<, . . . (A - c,)^r ; 

. . .; (;L - c^)'^^'\ (2 - c,y^^'\ ... (X - c,)*!*!) 
gegeben; es sind 

Ä' + £"+ i-ÄjW-w 

Stück; ferner ist die Summe der Exponenten dieser Potenzen gleicht» (43). 
Nun lässt sich aber die Bezeichnung bedeutend vereinfachen. Es 
seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben, 

(^-0% (^-<^)% {X-C,)\...(X^Cmyfn 

die eben aufgeführten sämmtlichen ET von S, wobei 

(28) ei + e^A h «m — w 

ist; die Cq brauchen natürlich nicht alle gleich zu sein, sie werden 
eben nur mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet. Dann können wir 

für xrssk' x^k" 

F'+ F"+ ■•■+ FW -^{Xl r^X; +2(^« ^«V + • • • 

kurz ''=^ 
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^iX„Yo\ (tf-l,2,...m) 

schreiben. Denn ist etwa 

(A-Cjyi^-(A-c„)% 

schreiben wir nun auf der rechten Seite der letzten Oleichung 6 für x, 
so wird der obere Index q überflüssig, da die yermoge der Bedeutung 
des Zeichens (X^^^Ya^^)^^ zu jedem einzehien ET gehörigen Xa/t^ Yav 
nunmehr durch den vorderen unteren Index ö gekennzeichnet sind. 
Wir können femer jetzt analog 

G'+ (-"+ . . . + GW --^{Xa Ya\-i (tf == 1, 2, . . . m) 
setzen, sodass schliesslich 

(jy; o = ij^ 1 ji 1 — 

wird, wo (J — 1, 2, . . . w zu nehmen ist. Die linearen Formen Xofij Yav 

^^^ Mi, Mj, . . . Mä bez. t?i, Vi, . . . v« 

sind jetzt 

2^10; -X^ii^ • • • Xi,tf^-_i; Xao, X21, . . . ^2, <.,— 1; . . .; 

-^mO} -^mlf • • • J^m, «^ — 1« 

Es sind 

Formen X,,^ und ebensoviele Formen Ya^, wie wir schon oben sahen. 

45. Von nun an verstehen wir unter den X^^ diejenigen linearen 
Formen der Veränderlichen x^yX^, , . .Xn, welche aus den bisherigen X<,^ 
dadurch hervorgehen, dass in ihnen 

/OA\ ^-^ ^^ ^^ 

(30) «1-^' «»-^^'-«--^ 

gesetzt wird, unter Y„v diejenigen linearen Formen der j/|, j/2i--*9n; 
welche aus den seitherigen Yav dadurch hervorgehen, dass in ihnen 

(31) ''x-^' ««--F^'---^«-^ 

gesetzt wird; dann werden nach (23) die X^^, Yav von der Gestalt 
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(32) 



^»^ -7^(CU^+CL.^+-'- + (^U *.)> 



VC« 



<r/» 



na/i 



y- = ^(^x'»,yi+^L.y«+ ••• +-ö.a.y«), 



wo C<y, C/ff^, Dlav (i « 1, 2, . . . n) ganze Funktionen von Ca und von 
den Eoef&cienien aik und &,'jb sind. 

Geht die Form "S^SikUkVi (i, i « 1, 2, . . . n) durch die Sub- 
stitutionen (30) und (31) in eine bilineare Form der X/, yt, die mit 
^{xy) bezeichnet wird, über, so ist nach (29) 

(33) —^ -^ + j-, + ••. . 

Nun werden wir sofort — M^ aber noch auf eine zweite Art nadi 
fallenden Potenzen von X enttvickdn. Führt man in 



^Sik Uk Vi 



^11 ^13 • • • ^1 * ^1 
Cgi ^2 • • • ^»» ^2 



CnlCn2» • • C^n V^ 



die Substitutionen (30) und (31) aus und multiplizirt rechts und links 
mit k*y so kommt zunächst 



X'<t>(xy)^^ 



Cjl . • . Cii| 


^dA 


• 

Crt 1 • . . Cnn 

.dA dA 


• 

■ 



Nun multiplizire man die ersten n Zeilen vorstehender Determinante 
der Reihe nach mit x^^ x^y , . , x^ und subtrahire sie bez. von der letzten 
Zeile; in der so erhaltenen Determinante multiplizire man die n ersten 
Spalten der Reihe nach mit 2/^^ J/g; • • - J^n und subtrahire sie bez. von 
der letzten Spalte; dann wird, da 



ist, 



C/A— Aa/i — &,* 
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i}<t>{xy) 



Daraus folgt 



AOii — &11 . 


. . AOin — 6in 




• 

dB 


• 
• 

.. Aa,,— 5», 
dB 

»y. 


• 

• 

, dA 
-XÄ 


Aaii - &11 ; 


. . Xai„ — 61, 


dB 

dXi 


• 
• 

dB 


• 

..Xo,,— 6„« 


• 
• 

dB 

dx, 
_i 4. 



X^ 



8 



XA + B+^ + ^ + 



wo es auf die nähere Bestunmung der Eoefficienten Dy D\ . . . nicht 
ankommt^ und weiterhin 



(34) 



8 



=r 4. ? j. 5 4. ^ 4. 



. l 



X* 



^{xy) 



und somit haben uoir in der That eine BweUe Entivickelung von ^ 
nach faUenden Poteneen von X gewonnen. 



d) Die WeierstrasB'sohe reduoirte Formensoliaar. 

46. Nunmehr gelangen wir rasch ans Ziel. Vergleicht man 

nämlich die heiden Entwickelungen (33) und (34) von — M^' so er- 
gieht sich sofort 

die n linearen Formen X^^ der x^, x^, . . . Xn, ebenso die n linearen 
Formen Yofi der y^, y^, . . . y«, wdcJie in Ä und B auftreten (44), sind 
unabhängig von einander. Betrachtet man nämlich A als bilineare Form 
der 2n Veränderlichen X^^, Ya^y so werde dieselbe mit A bezeichnet. 



(35) 



(<y — 1,2; . . .m); 



Dann ist für fi + v = e<j — 1 

dk ^ dk 



also ist 



Fz 



an 



^09 ) 



a>A 



ar 



at 



1. 



-1, 



Muth, Elementartheiler. 



6 



82 §6,46-47. 

Nun geht aber A in ^ durch die linearen Substitutionen (32) über; 
daher ist nach 11 , 2) 

I uil I = det. der X<,^«l-det der Fay? 

da aber nach Voraussetzung | J.| -j« ist (40) , so kann nach der letzten 
Gleichung weder die Determinante der n linearen Formen X^^ der 
x^y x^y ,..Xn noch diejenige der n linearen Formen F^ » der y^, yj; • • • y« 
Null sein^ w. z. b. w. — Man kann also auch umgekehrt die x^^ x^y,,.Xn 
durch die X^r^; die y^; V^}- "Vn durch die Ya^ ausdrücken^ d.h. aus 
(32) folgen Gleichungen von der Form 



(36) 



Xi^yCl'a^Xa^ /ff -1,2,...«. 

^., ^ h» = 0, l,...ea-l 
yi -y^^io* ^«" \v =0, 1, . . . e„- 1 



Das erlangte Resultat können wir folgendermassen aussprechen: Sind 
A tmd B zwei bümeare Formen von je 2n Variabden, von denen die 
erste eine nicht verschwindende Detemdncmte hesUgt, sind femer 

{X -CiY, {X - c^y^, ...(X- c^*m (m ^ n) 

die sämmUichen Elementar(heüer der Betermincmte 

\XÄ-B\, . 

SO können dwrch lineare Substitutionen (36), deren Determinanten nicht 
NuU sind, die Formen Ä und B gleichzeitig hes. in die büinearen Formen 

A — ^(X^r^,)«^, 
B=^c.(X„Y.),^+2!(-^„Y„\., 

von je 2n Veränderlichen X^^, Fa» trcmsformirt werden, wo 

(XaYa\, « yX.^YaJi'^ V « 0, 1, . . . 6a-l\ 

^^ V + V — Ca— 1 / 

definirt ist, und 

(Xar.),^-.i-o 

zu nehmen ist, wenn 6<j — 1 ist. 

47. Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass die Determinanten 
beider Grundformen der zu reducirenden Schaar k^Ä + X^B von Null 
verschieden sind, fallen und nehmen Uos an, dass die Determinante der 
Schaar nicht identisch NuU ist. Die sämmtlichen ET der Determinante 



(37) 



(«-=1,2,...»») 



X^A + X^B 
der Schaar seien, in irgend einer Reihenfolge geschrieben, 



wo __ 



Sedaktion einer Formenschaar nach WeierstrasB. g3 

(oj Xi + b^X^y^, (oj Ai + 6, A,)% . . . (am Ai + 6«, Aj)*", 
wo w<n ist. 

Wir fuhren nvtn miitelBt einer Substitution 

(38) K-9X-9\ A,-AA-V, 

'** i^Ä'- g'h 

nicht Null sein soll^ statt der Yerändeiüclien A^ 1 1^ einen Parameter k 
ein (vergl. 37). Dann wird 

Ai^ + X^B^igA + AB)A -(^'^ + VB) - i3 - S, 
wo _ 

'A + A'Ä 
Wahlen wir dabei g\h so, dass 

|(7^ + ÄJBH=0 
ist, so ist durch (38) jedem ET («aAi + 6a A,)"'' von | Ai4+ A,B | ein ET 

[(flog + 6aÄ)A -(aaf/'+ ftaA')]'^ 

Yon I XA — B I zugeordnet (37). Die Eonstanten g^ g\ h, V können 
und wollen wir so wählen, dass 

(40) gh'^g'h-^l 

ist. Da es femer nur auf das Yerhältniss der Eoefficienten aa\K an- 
kommt, so können wir aa\ta so bestimmen, dass 

(41) aag + hah — 1 

ist. Denn wir haben aag + bah "|- vorausgesetzt; es sei also 

aag + hah — p, 
wo p «|- ist. Dann wird 

P ^ P ' 

und wir brauchen daher nur -^ für aa und -^ für ba zu nehmen, um 

P P 

das Gewünschte zu erreichen. — Dadurch wird einfach 

öaAi + baX^ = A — (aa^ + baV) ^ X — Ca, 

wenn * -» \ ^ / 

(42) aa^ + baV « Ca 

gesetzt wird. Die sämmtlichen ET von \XA-'B\ sind alsdann (37) 

(A-0% (A-(^)%...(A~c^y"»; 

il I ist nicht Null, also können wir nach 46 A und B in 

6' 
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'«a 



(43) |_ ' l(*-l, 2,...»t) 

umformen (vergl. Formel (35) oben), wo die Xa^ {Tav) n unabhängige 
lineare Formen der Xi (tfi) sind von der Gestalt (32); in letzteren 
Formeln sind Co, Ciaii, llia^ (i « 1, 2, . . . n) ganze Funktionen von 
Ca und von den Koefficienten von A und B, mithin auch wegen (42) 
und (39) ganze Funktionen Yon a^ \ ha und den Koefficienten von A 
und B. . . 

Aus (39) folgt aber mit Rücksicht auf (40) und (42) 

A - JiÄ^ hB - ^Ql'- hCa) (Xa Ya\ - Ä ^(Xa Ta)e, -1, 

B^^g'A + gB^^igca-^) {XaYa)., +g^{XaTa\^i, 
aus (40), (41) und (42) femer 

aa-^V — Cah, ha — Cgg — g\ 
sodass schliesslich 

B = 2&« (^^ X,).„ + 9 ^ix„ rg),„ _i 

wird. Daher haben wir folgendes Resultat erzielt: 
: Ist die Determinante einer Formenschaar 

X^A + X,B, 

deren Grundformen von je 2n Vanabden Xi und yi abhängen, nickt 
identisch Null, sind, in irgend einer Beihenfdge geschrieben, 

(flaXi + bü^L^Y" (<y — 1, 2 . . . m) 

ihre sämmüichen ET, so giebt es lineare Substituiionen mit nicht ver- 
schwindenden Determinanten und von AjA^ unabhängigen Koefficienten, 
welche A und B gleichzeitig in 



(45) 



A -2^<,(Z. Ta)e, - h^(Xa To)e,^i, 

B - yba {Xa Ta\ + g yCXa FA _i 



(tf — 1, 2, . . . w) 



transformiren, wo die Konstanten g\h wiOMrlich, aber so gewählt sind, 
dass 



gA + hB 

nicht NuU ist, und die aa\ba der Gleichung 

aag + bah^ 1 
entsprechend gewählt sind. 



FormenBchaaren, deren Determinanten vorgeschr. Elementartheiler besitzen. §5 
Die Schaar A^A + ^B ist zerlegbar; ihre einzelnen Theile 

X,[aa(XaTa)e„- h(XaTa)e,^i]+ X^[K{XaTa)e, + 9(XaYa)e,^i] 

sind, wie wir sehen werden (48), irreducibel; daher ist die Schaar 
X^fii + 2^B eine in lauter elementare Schaaren zerlegbare oder eine 
redudrte Formenschaar j wir haben die gegebene Schaar X^A-^- X^B in 
eine äquivalente reducirte Schaar X^k + X^B übergeführt oder, kürzer 
gesagt, die Bedvktion einer Formenschaar wirklich ausgeführt (39), 
allerdings tmier der Voraussetewng y dass die Schaar nicht Singular ist. 
Ist von den Determinanten \A\ und \'B\ eine, etwa {^| nicht Null, 
so können wir yorstehend 

jr « 1, Ä = 0, flr' — 0, Ä' — 1, aa — 1, la «= c„i A^ — A, X, — — 1 

setzen, wodurch unser allgemeineres Besultat wieder in das dpeciellere 
in (46) übergeht. 

Stimmen für zwei nicht singulare Schaaren die ET ihrer De- 
terminanten überein, so können wir jede derselben in eine tmd dieselbe 
äquivalente reducirte Formenschaar überführen. Daher sind dann die 
beiden Schaaren unter sich äquivalent. Auf diese Weise hat Weierstr ass 
sein berühmtes Theorem YÜI (in 39) über die Aequivalenz nicht singulärer 
Schaaren zuerst bewiesen. 

§ 7. Formenschaaren , deren Determinanten vorgeschriebene 

Elementartheiler besitzen. 

■ 

' 48. Wir wollen nun ein Theorem beweisen, welches für die Theorie 
der gleichzeitigen linearen Transformation zweier bilinearen Formen 
auf eine einfache (kanonische, Normal-) Form von fundamentaler 
Bedeutung ist. Tm letzten Paragraphen haben wir eine derartige 
Transformation der- bilinearen Formen A und B von je 2n Ver- 
änderlichen Xiy yi in die bilinearen Formen A, B von je 2n Veränderlichen 
Xaiiy Tav ausgeführt [vergl. die Gleich. (45)].. Diese letzteren Formen 
A und B sind vollständig bestimmt, sobald man die ET von \X^A + X^B\ 
kennt und g \ h passend gewählt hat. Nun entsteht die umgekehrte 
Frage, ob die bilinearen Formen A und B, wenn man in ihnen, bei 
gegebenem n, die Zahlen 6^, 6^, . . . 6in, die Eonstanten a^, a^, . . ,am, 
^if ^29 • • * ^m und g I h den Bedingungen 

gaa + hba =-1 (<y — 1 , 2, . • . w) 

gemäss, im Uebrigen aber ganz willkürlich wählt, so beschaffen sind, 

dass die Determinante > ^ i. . ^ r^ 

|AiA-f ^B 

gerade die ET 
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§7,48. 



(1) 



(<J — 1, 2, . . . m) 



ei + e^-i 1- C; 



n 



{aa^i + baJi^y<r (p -=1, 2, . . . m) 

besitzt, oder ob es, kurz gesagt, Formenschaaren glebt, deren Deter- 
minanten vorgeschriebene ET besitzen. Dies ist in der That der 
Fall und sehr einfach nachzuweisen. Wir beweisen also das folgende 
Theorem von Weierstrass*: 

IX. Wählt man in 

B -^l^aiXa r„x + g^ix„ r„K_i 

die positiven ganzen Zahlen e^, 6^,...^ und die Eon- 
stanten a«, bay g, h willkürlich, aber so, dass bei ge- 
gebenem 

und 

nicht Null ist, setzt in (1) ferner (ZaTaX-i — für 
ea»l, so besitzt die Determinante |il^A + ^B| der von 
2n Yariabelen Xa^, Top abhängigen Schaar l^^ + X^Q 
die Elementartheiler 

(aa^i + baX^y^ (<y — 1, 2, . . . m). 
Beweis. Setzen wir 

Aa = aa{Xa r^X - ^^(^aYo)ea-U 

SO ist die Schaar A^ A + A, B in die m Theilschaaren 

h^a + AjBa (tf — 1, 2, . . . w) 

< 
zerlegbar. Nun sei 6 eine der Zahlen 1, 2, ...m; wir wollen die 

ET der Determinante der Form X^Kj+^Ba von 2 Ca Variabelen 

die Veränderlichen in dieser Reihenfolge genommen, bestimmen. Setzt 
man noch abkürzend 



so wird 



^1 A<j + Aj Dt 
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♦ B M 1868, S. 827 flg. (Ges. W. Bd. II, S. 83 flg.) 
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Diejenige Determinante, deren' System aus dem der vorstehenden dorch 
Weglassen der letzten Zeile und Spalte entsteht, ist gleich 



q: tfa 



— 1 



und daher nicht durch u theilbar; sonst wäre ja, wenn C eine Eon- 
stante bedeutet, die weder NuU noch unendlich ist, 

gaa + hha =- 0, 
gegen die Voraussetzung. Also besüzt die Determinante 



nur den eineigen ET 

(Vergl. 2.) Die ET von I Aj A + A,B I sind aher nach dem Theoreme VII 
in 38 die ET von 

Aj Aj + A2 D^ , /r| Aj + Aj D2> • • • Aj Ajh + Aj Dm 

zusammengenommen; also besitzt jA^A + ^sBl die ET 

(flaXi + baX^yo (<y « 1, 2, . . . m), 
w. z. b. w. 

Die Formenschaar XiAa+ X^Ba ist nicht zerlegbar, sie ist aber 
auch keiner zerlegbaren äquivalent. Denn angenommen, sie wäre einer 
zerlegbaren Schaar f mit den Theilschaaren f^ und f, äquivalent, dann 
wäre (22, Satz c) |r| = |rj.lr,|, 

und somit, da | f | =^ ist, auch | f^ | =|= 0, | f, | h|= 0; | f |, und daher 
auch |>liA<r+ ^IsBal; besässe dann mindestens zwei ET, entgegen dem 
oben Bewiesenen. Also ist A^Aa+^Ba eine irreducibele oder elemen- 
tare Schaar, und X^A + Ji^B '='^Xj^/<a+ X^Ba (<y — 1, 2, . . . m) eine 

reducirte Schaar, wie in 47 behauptet wurde (39). Analog ergiebt sich 
allgemein mit Bücksicht auf S.82— 83: Eine ordinäre Schaar ist dann und 
wur dann irreducibd, wenn ihre Determincmte einen einzigen ET besitzt. 

49. Auf das Theorem IX gründet sich eine Elassification 
der Formenschaaren (Formenpaare), die von gleichvielen 
Yariabelenpaaren abhängen, unter Zugrundelegung unbeschränkter 
linearer Transformationen der Variabelen beider Reihen, wie folgt: 

Besitzt die Determinante einer von n Yariabelenpaaren abhängigen 
Formenschaar X^Ä + X^B die ET 



88 § 7, 49. 

(o, Xi + 6» ^>", K ^ + &2 ^>", — («« ^ + &2 ^)'"*" ; 

80 sagen wir, die Pormenscliaar X^Ä + X^B (das Formenpaar A, B) 
habe die Charakteristik 

(2) [(^17 ^8? • • • ^kV' \^i 9 ^2f ' ' ' ^k")f • • • (4 > 4 > • • • t(*))j' 

Da die Summe dieser Exponenten 

(3) 6; + ci+-.- + c^,+ ei'+ei' + --- + c^:, + 4*H4*^ + --'+^%"=» 
ist, so gehört zu aUen von je 2n Variabelen abhängigen Pormenschaaren 
eine endliche Anzahl solcher Charakteristiken (2), weil es ftlr ein ge- 
gebenes n nur eine endliche Anzahl Losungen der Gleichung (31) in 
positiven, ganzen (von Null verschiedenen) Zahlen e^^^) giebt. Ziehen 

v^ir nun alle überhaupt möglichen Lösungen der Gleichung (3) in positiven, 
ganzen Zahlen ej^ bei gegebenem n in Betracht und bilden aus jeder 

Losung einen solchen Elammerausdruck (2), so gehört nach dem 
Theoreme IX — und darin besteht die grosse Bedeutung dieses 
Theorems — zu jedem der so erhaltenen Elammerausdrücke (2) eine 
Formenschaär X^^Ä + X^B, welche denselben als Charakteristik besitzt. 
Hiemach können wir die von je 2n Variabelen iCi,...rc«, Vu-'-Vn 
abhängigen Formenschaaren (Formenpaare) bei unbeschränkter linearer 
Transformation der Variabelen folgendermassen klassificiren: Wir 
rechnen zu derselben Klasse von Formenschaaren* (Formenpaare) 
diejenigen Formenschaaren (Formenpaare), welche eine und diesdbe 
Charakteristik besitzen. 

Die gemeinsame Charakteristik aller Formenschaaren einer Klasse 
heisst die Charakteristik der Klasse. Wir können übrigens eine 
solche Charakteristik (2) bei passender Bezeichnung der auftretenden 
Exponenten einfacher in der Form 

[(e^^ . . . ek)y (c*+i . . . e<), . . . (e^ Cr+i . . . c^)] 
schreiben, wo e^j ^2, e^, . . . 6m die Exponenten der sämmtlichen m ET 
von {X^A-^- X^B\ bedeuten, da durch die runden Klammem genügend 

* Das Wort „Klasse von Foimenschaaren" wird hier in einem anderen 
Sinne gebraucht, als in 89. Man hat, um Zweideutigkeit zu vermeiden, in ana- 
logen Fällen auch wohl von „Typen" statt von „Klassen" gesprochen (vergl. z.B. 
Bosenow, die Normalform für die 472 verschiedenen Typen eigt. bil. Form, von 
10 Yariabelenpaaren bei congr. Transf. der Yar., Wiss. Beilage zum Programm der 
vierten Städtisch, höh. Bürgersch. zu Berlin, 1892, S. 6), doch scheint es prak- 
tischer, das Wort „Klasse" auch hier zu verwenden. Es genügt^ die Verschieden- 
heit der Bedeutung desselben Wortes hervorgehoben zu haben. 
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angedeutet wird, dass die von ihnen umschlossenen Exponenten sich 
auf dieselbe Basis beziehen; er ist dann 

Aequiyalente Formenpaare gehOren zur selben Klasse; aber um- 
gekehrt sind zwei Formenpaare derselben Klasse nicht nothwendig 
auch äquivalent; hierzu ist ja erforderlich, dass nicht nur die Ex- 
ponenten der ET, sondern die ET selbst für die Determinanten der 
durch die beiden Formenpaare bestimmten zwei Schaaren übereinstimmen 
(Theorem VIII). 

Das Theorem YIII garantirt aber nicht nur für die Existenz von 
Formenpaaren aUer Khissen, sondern es Uefert auch in den Gleichungen (1) 
far jede Klasse ein ihr angehöriges Formenpaar A, B von höchst ein- 
facher Form. Da in (1) die Konstanten a„, bay g\h nur der Bedingung 

(^a9 + bah H« (<T « 1, 2, . . . w) 

zu genügen haben, im Uebrigen aber ganz willkürlich sind, so kann 
man nach dem Theoreme YII alle Formenpaare einer Klasse durch 
lineare Substitutionen auf die Gestalt dieses ihr zugehörigen Formen- 
paares A; B transformiren. Man bezeichnet daher A und B auch als 
Normalform oder kanonische Form der Formenpaare der be- 
treffenden Klasse. (Analog spricht man yon einer zu einer bestimmten 
Klasse yon Schaaren bilinearer Formen gehörigen Normalform A^ A + Ag B.) 
Bwrch die Weierstrass' schien Untersuchwngeny die in den Theoremen VUI 
und IX gipfeln, ist nach dem eben Ausgeführten das Problem der gletch- 
zeitigen Transformation zweier büinearen Formen von je 2» Variabden auf 
eine getvisse einfache oder hmonische (Normal^) Form gelöst und die 
Aufgabe^ dabei sämmÜidie möglichen FaUe für ein gegebenes n aufzuzählen^ 
in vollständigster und systematischster Weise erledigt. Hierauf namentlich 
beruhen die zahlreichen Anwendungen, welche die sog. Weierstrass'sche 
Theorie der ET in fast allen Zweigen der höheren Mathematik ge- 
funden hat.* 

50. Im Vorstehenden ist stets zu beachten, dass Alles nur für 
ordinäre Formenpaare gilt. Ehe wir uns zu den analogen Unter- 
suchungen über singulare Paare (Schaaren) wenden, wöUen wir für 
die Fäüe n — 1, n — 2, n — 3 tmd n'^4: die Klassenzahl der Schaaren 
von büinearen Formen (der Faa/re von büinearen Formen) bestimmen 
und die zu den einzelnen Klassen gehörenden Normalformen toirUich 
aufstellen. 



* Vergl. § 16 u. § 17 am Schlüsse. 
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Im Falle n » 1 haben wir für die Gleichung 
(4) «i + CgH l-^=-l 

nur eine Lösung e^^l. Es giebt also nur eine Blasse von Formen- 
paaren mit der Charakteristik [1]. Hier wird (1) zu 

denn m ist hier gleich 1 und {X^ Y^X muss gleich Null gesetzt 
werden; a^ und b^ sind nicht gleichzeitig Null. In diesem einfachsten 
Falle n » 1 ist das eben Gesagte natürlich an und für sich evident 
Anders liegt die Sache schon beim Falle n -« 2. Hier lässt die 
Gleichung (4) zwei Losungen zu: 

Lc,= l, Ci-1, 
ILei-2. 

Man hat daher drei Klassen von Formenpaaren mit den Charak- 
teristiken [11], [(11)]; [2]. Die Normalform, aufweiche jedes Formen- 
paar der Klasse [11], d.h. der Erlasse mit der Charakteristik [11], ge- 
bracht wcfrden kann, lautet 

A — ai(Zi FiX + 0,(3; TjX — ai X^q Y^q +a^X^Q Y^^ , 
B - 6i (Xi FiX + 6j (Zg FjX — 6i Xio Y^^+b^ X^^ Y^q. 

Im Falle [(11)] hat man vorstehend Oi — bj, o, » 2^8 zu nehmen. 
Im Falle [2] endlich wird 

A=«a,(Zir,),-A(x,r,)i = ai(x,or„ + x,irj-AX,or,o, 

B - 6, (X, Y,), + g{X, Y,\ - b, {X,, Y,, + X,, Y,o) + 9 X,, r,o; 

die Konstanten a^|&i, Ojl^,, g\h sind so beschaffen, dass 

igt. gaa + hba^O (tf«l, 2) 

Nach diesen Beispielen wird man im Stande sein^ fär jedes ge- 
gebene n die Charakteristiken und so die Anzahl der Klassen zu be- 
stimmen^ sowie die zu den einzelnen Klassen gehörigen Normalformen 
aufzustellen. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen aller Klassen von ordinären Paaren bilinearer Formen 
von 2n Yariabelen für die Fälle n » 1, 2, 3, 4 schematisch zusammen, 
indem wir z.B. durch 

andeuten, dass es im Falle n -» 2 erstens eine Erlasse von Formen 
paaren mit der Charakteristik [11] giebt, und dass die Paare dieser 
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Klasse auf die Gestalt a^ X^q F^^ H ; \ -SCi^ T^q H gebracht werden 

können. Um Baum zu sparen^ schreiben wir Xa/i ^r Xofi, yav f^ Yav* 



Hassen der ordinären Paare von bilinearen Formen 
Ton 2n Variabelen bei unbeschränkter linearer Trans- 
formation der Variabelen im Falle 

a) n —1. 

1. [ij: , 

b) n - 2. 
1. [11]: , , , 

* 1^1 (a^ioyio +^»0^20)- 






c) n « 3. 



1. 



2. 



3. 



4. 



5. 



. , ^^0^10 +«2^20^20+ ^S^OySO» 
«^1^0^10 + ^2^20^20+ h^toViO' 

Kll) ll- ^^*"^*^"*" ^»«^'^^^^ "^ %^80y80. 

. «iC^oyu + «nyio) + <h^2oy%o - ^^loyioi 
^iC^ioyii + a?nyio) + &2^2oy2o + si^ioVio^ 

r, ,T ön(^ioyii + ^uyio+^2oy2o) — Ä^oyio; 

[(21)]: ^ . , , V , 

^(^loyii + ^iiyio + ^2oy2o) + ff^oyio- 



6. [3] 



«'u^ioyii -t- aja^io i- ^2oy2o; i- ^^oyio- 
«i(aioyi2 + ^nVii + ^i2yio) - Ä(a?ioyii + ^uyio)^ 

d) n > 4. 

, «i^ioyio + «»«joyjo + «B^^joy«) + »4*«y«> 
1. [1111]: , , , ,1 , 1 ' 

o r, ^ -. «iC^^ioyioH- «"»oyjo) + o»ar„yM + <»*«4oy«> 
2. [(11)11]: , / , N , 1. ,1 
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o r, X, M ^A («10^10 + ^20y2a) + <*s(^80yM + ^4o!/4o); 

. 3.[(ll)(ll)]: , . , N , 1. / , X 

^ r, X n ^1(^0^10+ ^80 »20 +^0yso) + ^4^40»40l 

4. [(111)1]: , , , . , N , , 

6,(arioyio+ ar2oyio+ ^soVso) + ^4^4oy4o- 

r r/ o ®i(^ioyio+^joyio+^«oy»o+^4oy4o)» 

5. [(1111)]: , / , , , N 

^ (^loyio + «ioyio + ^yso + ^4oy4o) • 

^ »1 (^loyii + ^lyio) + «2^oy«o + ^^^«oyso -" *^ioyio; 
L^^^-" • 61 (a^ioyii + ^11 yio) + ^ a^oyjo + ^s^soyjo + fl'^oyio • 

7. [(21)1]: , , , , V , , , 

• 

9. [(211)]: , / , , , . , 

01(^0^11 + a^iiyio) + «»(aioysi + a^iyjo) - Ä(«ioyio + ^Vm), 
'•^^■'' 6j(a;,oyu + ^iiyw) + 6,(aioyji + a^.yjo) + fl'(«ioyio+ afjoyjo)- . 

^^ &1 («10^11 + «,1 yio + a^oy« + a^i yjo) + ^(«loyii + a^joyio)- 
12 fall- "'^'^"»^" ■*" *"^" "*■ ^"^"^ "^ «»^My» - Ä(aioyu + «iiyio)> 

^iCa^ioy« + aiiy,, + a;i,y,o) + ijarsoyjo + fl'C^oyu + ^^iVio)- 
, «iC^ioyi» + *nyu + ai,yio+ «•„y») - Ä(a;,oyi, + «i,y,o), 
6j(a;,„y„ + »„yu + x^ty^^ + a^oyjo) + ^(^loyii + ^iiyio)- 

«i(«ioyi5 + ««y« + ««yii + «isyio) 

- Ä(aioyu + «uyii + a;„yio), 
6,(a;,oy„ + a;„y„ + a;„y„ + »„yio) 

+ ^(äioyij + «i,yn + a«yio). 

In den Fallen n °= 1, 2, 3, 4 haben wir also bez. 1, 3, 6, 14 Klassen 
Ton Paaren bilinearer Formen. 

51. Von besonderer Einfachheit sind, wie die vorhergehenden 
Beispiele zeigen, die Normalformen dann, wenn die zugehörige Charak- 
teristik nur am Exponenten Eins besteht. Wir wollen uns mit diesem 
Falle noch etwas naher befassen. 

Besitzt die Determinante einer ordinären Schaar XiA + X^B 
bilinearer Formen nur ET mit Exponenten Eins, so kann man A und B 
durch lineare Substitutionen bez. in Formen 



(5) { 
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A - «1 Zi Fl + 0, :x, r, + ••• + «. z, r„ 

B - b,X, Fl + 6,x, r, + • • • + KXnY, 

überfahren, wenn Xao = Xa, Tao = r<r gesetzt wird (47). Nach dem 
Theoreme IX in 48 besitzt femer die Determinante 

wenn A und B die in (5) angegebene Porm haben und aj | &a (<y = 1, 2, . . , n) 
nicht gleichzeitig Null sind, die ET 

also lanter lineare ET. Daher gilt der Satz:* 

13) JDamü sich ewei hüineare Formen Ä tmd B von 2n Variabden 
durch lineare SubsHttdionen gleichzeitig auf die Gestalt 

a^X^T^+ a^X^Y^'\ h «»X» F» , 

bringen lassen, wo aa\ba (<y «= 1, 2, . . . n) nicht beide Niäl sind, ist 
nothwendig und hinreichend, da^ss die Determinante 

nicht identisch NuU ist und lauter lineare Elementartheüer besitzt, oder 
wie man auch sagen kann (6, Satz 4), dass jeder lineare Theüer der 
Determinante \X^A + 7l^B\j wenn er in derselben zur V^ Potenz auftritt, 
in äUen Subdeterminanten (l — 1)"* Grades ihres Systems zur (l — 1)'^ 
Potenz auftritt. 

Wir wenden uns jetzt zu dem seither bestandig ausgeschlossenen 
Falle, wo die Determinante der zu untersuchenden Formenschaar 
identisch NuU ist. 

§ 8. Reduktion einer singolären Schaar von bilinearen Formen 

nach Eronecker. 

52. Wenn die Determinante einer Schaar von bilinearen Formen 
identisch Null ist, so ist Ton Kronecker** eine ihr äquivalente re- 
ducirte Formenschaar hergeleitet worden, welche ganz ähnUch gebaut 
ist, wie die Weierstrass'sche reducirte Schaar einer ordinären Schaar 
in 47. Ist nämlich zunächst wieder die Determinante einer Schaar nicht 
identisch Null, so kann man die Grundformen q> und ^ so wählen, dass 

♦ Weierstrass, BM1868, S.831 [Ges.W.Bd.lI, S.41— 42]. 

•• Vergl. zu diesem Paragraphen: Kronecker, SB 1890, S. 1226 flg. — Wenn 
im Folgenden von einer linearen Substitution schlechthin gesprochen wird, ist 
stets eine solche mit nicht verschwindender Determinante gemeint. 
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die Detenninante der einen, etwa von tp, nicht Null ist Denn setzt 

so geht die Schaar X^A + X^B über in eine Schaar 

X[(ßÄ + HB) + X',(ff'Ä + VE) => X[q> + Ai^. 
Wählt man nun ,, fi i a i ^ i i.t>i i n 

so ist jede Form der Schaar X^A-\- X^B auch eine solche der Schaar 
X[ip + A^^^ und umgekehrt, d. h. die Gesammtheit der durch 
X^A + X^B dargestellten Formen ist identisch mit der Gesammtheit 
der durch X[fp •\- X!^-^ dargestellten Formen; femer ist \tp\ nicht Null. 
Bedeuten dann 

(^-c,y', (A-ciK, ...{x-cy-y, 



(A - <!*)«i<*>, (A - c*y*>, . . . (A - ca)«% 
die sämmtlichen ET der Determinante 

so kann man^ wenn abkürzend 

Y^^-^^JÜ^Uf» + «"="<?' -2, ft = 0,l,...e<?>-2) 
gesetzt wird^ durch lineare Substitutionen 9 in 



« I 



. . . + <Di*) + <!>?) + <t)2l, 



^ m 

(2) Y^^^^^if^ + ^^iF^ 

transformiren^ wenn wir die in (1) rechts stehende Summe kurz mit 
^<J)if^, die Summe 

mit ^Y^^ bezeichnen und für ef = 1 

setzen (44; 46). Wir können also bei dieser Bezeichnungsweise die 
Schaar X^g) + X^if in eine Schaar von der Gestalt 
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(3) X,<D + 2, V -2 1(^ + ^^^>**'^ + ^^"^^^ 

«•€ 
linear transformireiL Auf eben diese Form kann aber auch hei passender 

Wahl der Grundformen jede singulare Schaar von büinearen Formen 

gebrockt werden, nur dass alsdann für ein bestimmtes q diejenigen 

X oder Yj deren eweüer unterer Index ^^— 1 ist^ sowie das eugehörige c^ 

gleich NüU eu nehmen sind;* diese Schaar (3) ist eine redudrte Schaar, 

Wir gehen jetzt auf den Gegenstand näher ein. 

53. Es seien <p und ^ zwei bilineare Formen^ deren jede yon 
r Yariabelen x^y x^^ . , .Xr und s Yariabelen Vi, y^f 'V» abhänge. Die 
Anzahl der Yariabelen Xi der einen Beihe^ ebenso die der Yariabelen yi 
der anderen Reihe darf in beiden Formen als gleich vorausgesetzt 
werden (vergl. S. 4, Anm.) .** Die Determinante der Schaar X^q> + X^if; 
verschwinde identisch (dies tritt z. B. dann ein^ wenn t^s ist). Als- 
dann sind die Ableitungen von 

Aqp — ^ 

nach den Yariabelen mindestens einer Reihe, etwa nach den x^y x^t...Xry 
durch mindestens eine lineare Relation verküpft. Setzen wir 

so besteht also zwischen den fu f2j" -fr eine gewisse Anzahl un- 
abhängiger linearer Relationen. 

Es muss hier eine für das Folgende höchst wichtige Bemerkung 
eingeschaltet werden: 

eine zwischen den f bestehende Relation, deren EoefQcienten Ai in Ji 
vom Grade g seien. Geht nun f durch eine lineare Substitution 

a?»— ccuxfi + ccuxit H h OriXr (i — 1, 2, . . . r), 

deren KoeffuAenten an von X unabhängig seien, in f *** über, setzt man 
femer q ft 

■A ^^f' (» = 1,2,. ..r), 

80 Wird wegen ^^" 

* Und zwar ist für dieses q entweder X^^V^)^! oder r^fe^f)_i (* = 1,2,...) 
gleich Null zu setzen. 

** Es treten also mindestens in einer Form wirklich r Yariabelen x^ nnd 
«Yariabelen y. auf. Aufzufassen haben wir aber die Schaar stets als eine von 
ebensovielen Yariabelen x. als Yariabelen y^ abhängige (vergl. S. 4, Anm.). Ist z. B. 
r>'S, und es wird eine lineare Substitution für die ^^ ausgeführt, so haben wir 
dieselbe in Gedanken durch ^,4.1= yj^_ii • • - Vr^Vr ^^ vervollständigen. 
*^* f bedeutet also hier ausnahmsweise nicht die zu f coi^'ugirte Form. 
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f^ («11^1 H h «ri a;r)/i H h (aira;! H h arrxDfn 

und somit sind die /*/ lineare Formen der fy da 

isty so kann man auch umgekehrt die fi linear durch die ft ausdrücken. 
Aus der linearen Bdation^fiAi «■ gtmschen den fi folgt daher eine 

i 

selche zwischen, den fl^ und zwwr ist dieselbe vom Grade g oder niederem 
in X. Führt man eine analoge lineare Substitution für die y^ aus, 
so sind selbstverständlich die Ableitungen der transformirten Form 
nach x^j x^y , . . Xf durch eine lineare Relation verknüpft , deren Koeffi- 
cienten eben die Äi sind. 

Aus den linearen Relationen zwischen den fi leiten wir nun durch, 
lineare Verbindung eine solche Relation ab^ welche in X von möglichst 
niedrigem Grade ist. Diese sei 

(5) 2 ^'^ß^'fß - c; ;i<' + cix^ + • . • + c^i« - , 

WO 

(6) Ca = Calfi + Ca%fi H V Carfr (« « 0, 1, 2, . . . 7») 

ZU setzen ist. Dabei ist stets 

m^Sy m<irj 

wenn ^ 

s^r 

ist. Wir dürfen nun voraussetzen, dass 

m>0 
ist. Denn für m = wird (6) zu 

(^ifi + ^/i H f- <^rfr «- 0; 

es ist dann also wegen (4) 

^01 9^1 + ^0292 H f- ^rg>r ^ 0, 

^01*1 + ^08 ^2 H ^- <^rifr — 0. 

Da nun nicht alle Coß Null sind, dürfen wir cöy«|=0 voraussetzen, 
wo y eine der Zahlen 1, 2, ... r bedeutet. Substituirt man jetzt 

ot^ß'^Xß + CoyXy (/J«l, 2, ... y — 1, y + l,...r), 

SvY ^^ iX/y y 

so wird 

9 = a?i9?iH \'^rg>r'^x[(p^-\ 1- Xy — iipy^i + Xy^iKPy^i-i hXr^Pr 

+ Xy[Coig)i + Ci^ffiA h Cor9>r]] 
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der Elammerausdruck ist aber Noll^ also feMi in 9 die Yariabele Xy ; 
Analoges gilt f&r ^. Man kann also bei m — durch eine lineare 
Substitution mit Ton A^ | A, unabhängigen Koefficienten die Schaar 
^i9 + ^^ so transformiren^ dass eine Yariabele Xi weniger auftritt. 
Wir Jcönnen und tooUen aber voramsetzen, dass die Schaa/r X^tp + X^^ 
'keiner anderen äquivalent sei, in lodcher weniger als r Yariabele Xi 
oder s Variabele yt auftreten. 

54. Die m + 1 Ausdrücke Ga sind linear unabhängig in dem 
Sinne, dass keine Relation 

(7) «0^0+ »iCi + ••• +««0« - 

existiren kann, in der die Eoefficienten a^, a^, . . . Om v'on X unabhängige 
Konstante wären. Angenommen, es gäbe eine Relation (7), in der die 
EoefScienten a« nicht von X abhingen; alsdann kann man, da 

in X nicht identisch Null ist, fClr (5) auch 

(8) (a^X^+ »1*«-^+ ... + a«)((7oil^+ C^A + ••• + C«A«») - 
schreiben. Rechnet man aber das hier links stehende Produkt aus, 
so wird wegen (7) der Eoefficient von X^ Null, und (8) daher von 
der Gestalt 

(9) /ii/i(A)+- +/;</, « + A'»+i[/-A(A)+ ••. + /-AW3-0, 

wo die gi{i)y hi{X) ganze Funktionen höchstens (m — 1)**" Grades von 
X bedeuten, die nicht alle identisch Null sind. Setzt man jetzt in (9) 

fi — Xq>i — tiy 

so geht die Summe der r ersten Glieder in einen Ausdruck über, der 
nur Potenzen Ton X enthält, die ^m sind, der übrige Theil von (9) 
aber in einen solchen, der in X von höherem als m*^ Grade ist. Die 
so erhaltene Gleichung gilt aber für jedes X, also ist jeder der eben 
beschriebenen Theile für sich Null. Es gäbe unter der gemachten 
Voraussetzung also eine Gleichung 

fl9lW + - ' + fr9r(X) ^ 

Yon niederem als m^^ Grade, entgegen unserer oben gemachten An- 
nahme. 

Da nun die Ca im angegebenen Sinne unabhängig sind, so bilden 
die Eoefficienten Cafi ein System 

^01 ^02 • • • ^»' 
^1 ^2 • • • ^i** 



(hnl ^m% • • • ^r 
Mntli, Elementartheiler. 
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Ton r . (m + 1) Elementen, in welchem nicht alle Subdeterminanten 
(jn + ly*^ Grades Null sind. Wir können daher Eoefficienten Cpß so 
hinzuf&gen, dass ein quadratisches System entsteht, dessen Determinante 

\caß\ (« - 0, 1, . . . r - 1; /J - 1, 2, . . . r) 

nicht Null ist. Durch die lineare Substitution 

i«= 0, 1, . . .r — 1 



•2-^ {r-T'^:.:.7') 



deren Koefficienten von X imabhangig sind, mögen nun f, q> und t in 
Formen übergehen, die wir bez. mit /*', 9' und tj/ bezeichnen wollen. 
Setzen wir noch 

^' = 15' -P'-l^' *''-!$ (»-0,1,. ..r-l), 
SO wird, da 

ist 

(10) f/-Ciif^+'" + Cirfn 

mithin wegen (6) und (5) 

ro'^'+zi'AH ••• + /;;a-« Coi«+ QX1+ ..-. + c^i'^-o 

oder 

^iW^-K)^'"^ («-0,1,2,...».) 

bei jedem X. Daher ist 

<-o, 9,;-o, ^i-,,^, ^-^^...^.-K-f 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, da 

ist, n=^<-K 

(11) f:-ii>[, /"/»A^i-^i,... /•;--*;. 

Diese Gleichungen lehren, dass zwischen den m linearen Formen 

ilf'i, ifi tlßm keine linearen Relationen bestehen. Denn aus einer 

solchen Relation würde wegen (11) eine Relation zwischen den /i',/i, ...fj, 
resultiren, deren Eoefficienten in X vom'(m — 1)*** Grade wären, was 
wiederum wegen (10) (vergl. auch die Bemerkung S. 95—96) eine Re- 
lation zwischen den /;, ^j, . . .^ zur Folge hätte, die in X von einem 
Grade ^ w — 1 wäre, gegen die Voraussetzung. 

Wir können daher eine weitere lineare Substitution ausführen, 
indem wir durch die s Gleichungen 
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9a — *• — 9>a-l, 9m+l — ym+1, : • • 9« — »*(« •= 1, . . . f») 

an Stelle der y* neue Yariabele ^^(Ä — 1, 2, . . . s) treten lassen. Durch 
diese Substitution geht die Schaar 

in eine andere yon der Gestalt 

über; diese Schaar endlich wird durch die Substitution 



p /a — 1, 2, ... w \ 



in 

(12) S -^'(^ E«-i + ^ E«) 9« + ^2'**" 9- + ^ *•* + ^ '•' 

übergeführt, wo ti^, ti^y . . . u^ lineare Funktionen von £m+i; Cm+>) • • . 
£r— 1 und <t> und ¥ bilineare Formen der Veränderlichen 

bedeuten. \q-.m + l,...8 ) 

55. Der Rang des Eoefficientensysten» der zu reducirenden Schaar 
sei 12; wir wollen nun die Grundformen 9 und i> so gewählt denken, 
dass äer grösste gemeinschaflliche Theüer aUer Subdeterminanten iZ^ 
Grades des Systems von \^g> + ^^\ den linearen Theüer A, nüM 
enthalt (37). Alsdann bringen wir die Schaar in die Gestalt (12). Da- 
selbst ist 

(13) A,(t> + X,V 

eine Schaar, in welcher r — w — 1 Variabele %p und s — m Yariabele 
Qg auftreten. Ist nun x der Bang des Eoef&cientensystems dieser 
Schaar (13), so behaupten wir, dass nicht alle Subdeterminanten 
T^^ Grades dieses Systems durch X^ theilbar sind, oder anders aus- 
gedrückt, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Stibdeter- 
minanten x^ Grades dieses Systems den linearen Theiler X^ nicht ent- 
halt. Denken wir uns nämlich zunächst einmal die Determinante der 
Schaar 8 vollständig aufgeschrieben, so ist also, r^s vorausgesetzt*, 

d*8 
* Die -K — ö — sind wirklich aus (12) zu berechnen und dann, wie nach- 

stehend angegeben, anzuordnen. 
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§8, 66—66. 



Sl- 



d*8 



^h^^i 



d*8 



a*5 






d*8 












bei r » ^ fallen die letzten Nullreihen weg. 

Der Rang desjenigen Systems @i, welches aus den m ersten Zeilen 
des Systems @ von \S\ besteht, ist m; der Bang desjenigen Systems 
@,, welches aus den letzten r — m Zeilen Ton @ besteht, werde mit 
tn! bezeichnet; dann ist m'— > r. Nicht alle Subdeterminanten (m + my*^ 
Grades von @ sind* Null, aber alle Subdeterminanten höheren Grades; 
denn sie enthalten mehr als m' Zeilen aus @j^, yerschwinden also, wenn 
man sie nach den Subdeterminanten ihrer aus @s stammenden Zeflen 
entwickelt; m + m^ ist daher der Bang von @ oder es ist 

m '{' fü '^ R. 

Wie wir eben sahen, ist eine Subdeterminante (m + m')*^ Grades von 
@ Null, wenn sie mehr ab m' Zeilen aus ©, enthalt; jede nicht yer- 
schwindende Subdeterminante (m + m' y^^ Grades von @ enthält also 
genau m' Zeilen aus @,, ist somit eine lineare Form gewisser Sub- 
determinanten m!*^ Grades yon ©,, oder wie auch gesagt werden 
kann, gewisser Subdeterminanten m**^^ Grades des Systems yon 
|Aj<t> + >ls^|« Wären nun alle Subdeterminanten m'*^ Grades des 
letzteren Systems durch A, theilbar, so gälte daher das Gleiche yon 
den Subdeterminanten (m + m') » Bf^ Grades yon @, und somit auch 
yon denjenigen des Systems yon |>ti9> + ^^| (39), gegen die Voraus- 
setzung. Da nun m'» t ist, so ist damit unsere Behauptung yoll- 
ständig bewiesen. 

56. Der erste TheU ^ „ 

yon S hat hereUs die Gestalt 

(14) (Ai + c*^)<J><f> + ^M'<f)); 

dieses erkennt man, wenn man in (14) 

Cj-0, rifi(f)_i-0, ef-1 
(15) 



W; -^», m — Eo; 



X(0 



i-f ^i?a-i = 9- («-1,2,. ..m) 



setzt (yergl. 52, Schluss). 



* Der Zusatz „identiscli" ist wohl selbstverständlich. 
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Yerschwindet nun die Determinante des letzten Theiles 

Ai^ + ijV 
von S nicht identisch, so kann diese Schaar auf die Gestalt 

gebracht werden; denn nach dem in 55 Gezeigten verschwindet dann 
die Determinante 



von Aj + A} V nickt für A, — 0, also ist { 1 »|» 0, und man kann 
nach Weierstrass die Schaar A^O + A,V auf die angegebene Gestalt 
bringen (46, 52). Bei den hierzu erforderlichen Transformationen Ueibt 
der erste Theü von S ungeändert, der zweite 



a=sm 



k^^^< 



as9 

wird in einen analog gebauten Ausdruck übergef&hrt, d. h. in einen 
solchen, der Yon den Yariabelen der zweiten Reihe nur tf^^ Q3, ... \)n 
imd Ton den Yariabelen der ersten Reihe nur solche enthält, die nicht 
im ersten Theile yon S auftreten. 

Verschmndet aber die Determinante der Schaar 1^0 + X^^ identisch, 
so wenden wir auf diese Schaar sofort das in 53 und 54 beschriebene 
Yer&hren an. Berücksichtigt man nun, dass die Zahl der Yeränder- 
liehen beider Reihen im letzten Theile der nach einander zu behandelnden 
Schaaren i^(p + ^^if, A^O + A^V, u.s. w., immer kleiner wird, hält man 
femer fest, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler der Determinanten 
o-ten Grades des Eoefficientensystems einer solchen Restschaar vom 
Range co f£lr A, « nicht Null ist (55), so ist vorläufig dargethan, 
dass sich imsere Schaar A,J9 + A,^ in eine äquivalente überführen lässt, 
die sich von der in 52 beschriebenen Schaar (3) im Baue nur durch 
Glieder yon der Form des zweiten Theiles in 8 unterscheidet. Wir 
woUen WUT die Möglichkeit der siux!essiven Wegschaffung dieser letzteren 
Glieder ohne die Gestalt der übrigen zu ändern für die Bestschaar 
A]<t> + A,V als bewiesen a/nnehmen oder anders gesagt, wir wollen 
voraussetzen, dass es zu k^^ •{• X^^ eine äquivalente reducirte Schaar 
von der am Schlüsse von 52 beschriebenen Art giebi Bei den hierzu 
nothwendigen Transformationen gehen die Yeränderlichen %p in gewisse 
Yeränderliche Z?jl über, und m^, u^y,. .u^ werden lineare Funktionen 
dieser Yeränderlichen X^^ dUein. Angenommen nämlich, es bliebe 
in den Formen Ua noch eine Yariabele jTp zurück, so bilde man die 
m+1 Ableitungen der Schaar nach jj, j„ J3, . . . £»,> Jp; diese sind 
lineare Formen der ^j, ^, . . . ^m; durch Elimination derselben erhalt 
man zwischen den m + 1 Ableitungen eine lineare Relation, die in 
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A « ^ höchstens (m — 1)*^ Grades ist, gegen die in 53 genoiachte 

Annahme. 

Lassen wir nun in (16) die Indices x und q weg, so yerwandelt 
sich unsere Schaar 8 vermöge (15) und der yorbeschriebenen Trans- 
formationen in 

(16) Ai0« + A,r + X^^Fa Ta + 2K^ + ^«^?) "^^^ + h'^hf 

>«- Zo^*-2 + x^r,«, + ... + z,.2ro 

, zu setzen ist, die <|)if^, T?^ in 52 definirt sind und jP,, F„... Ji-j 
lineare Formen der Yariabelen JS^l sind (für m >- r — 1 £Eillen die 
beiden letzten Summen in (16) sofort weg). Der erste Theil 

Yon (16) hat die Gestalt (14), und gwar ist hier c^ tmd dasjenige T, dessen 
ei4?eiter u/nterer Index dS^—l ist, NuU zu setzen [vergL (15)]. Derartige 
Schaaren werden im Allgemeinen auch im letzten Theile yon (16) 
noch auftreten; daher wurden der Unterscheidung wegen die Indices 
X undp in Ax4>^+ A,^^ weggelassen. Femer können im letzten Theile 
yon (16) noch Schaaren (14) auftreten, in denen e^ und dayenige X, 
dessen zweiter unterer Index ^S^—l ist, gleich NuU zu setzen ist. Endlich 
ist e — 1 « w. 

57. Wir wollen nun zeigen, wie der mittlere Theil 

^FaTa (a-2,...c-2) 

yon (16) durch weitere Transformationen weggeschafft werden kann^ 
ohne dass die Gestalt der Schaar im IJebrigen geändert wii*d. Damit 
ist zugleich die Zulässiglceit der vorhin gemachten Voraussdzung nach- 
gewiesen. 

Wenn Fa das Glied Ba'^Sl enthalt und Zifji eine derjenigen 
Yariabelen ist, welche in dem mit l^ multiplizirten Theile yon (16) 
yorkommen, so fallt bei der Substitution 

Z* -3f* +2)„(c^XiJ5l + Xi?,Vi) (i-6-a-2), 
t^l - g|<f) - B^Ta (y » e?>- ^- 1) 

eben jenes Glied Ba^Sl ^^ -^« "^^S? ™ Uebrigen aber bleibt die Form 
der Schaar erhalten, nur dass für a < ß — 2 

an die Stelle yon FaJ^i tritt. Auf diese Weise Bind also nach einander 
aus F^,F^,,.. j;«2 die sämmtlichen Glieder BaX%{a^l e - 2) 
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wegzuschaffen, und es können dann nur solche Yariabele X^^l darin 
zurückbleiben, welche ausschliesslich in dem mit X^ multiplizirten 
Theile von (16) auftreten, d. h. nur Yariabele X^J^l, für welche c^— 0, 
yif«JÖ.i — ist. Wir denken uns in (16) die eben beschriebenen Sub- 
stitutionen wirklich ausgeführt; die so erhaltene Schaar hat also dann 
wieder die Gestalt (16), nur dass jetzt in 

^FaTa (a-l,2,...c-2) 

nur die zuletzt ausgeführten Yariabelen Zifo auftreten. Aber auch zur 
Beseitigung jeder emednen dieser Varioibden ^Sl ist d>endasse[be Troms- 
formationsverfahren zu, gebra/uchenj welches wir eben zur Wegschaffung 
der ^^]i angewandt haben. Wenn nämlich Xifo in Fa mit dem £o- 
efficienten Da versehen yorkommt, so wird durch die Substitution 

(d«0, 1,...«; d — y«— c — a — 1\ 
ft — 1,2, ...a; ft + v— eS — 1 / 

das Glied Da^Sl in Wegfall gebracht. Dabei dürfen natürlich die 
mit V bezeichneten hinteren Indices nicht kleiner als Null werden. 
Nun ist ft höchstens gleich a, also ist 

ft^c — 2; 

mithin ist der kleinste Werth Ton v 

eif^-l-e + 2«ei?^-6 + l. 

Der Index v ist also grosser als die Differenz 

diese Differenz ist aber, wie wir sofort beweisen werden, stetls positiv. 
Wir bezeichnen die Schaar (16) mit 8 und bilden die Ableitungen 
von 8 nach den Yeninderlichen 

Ableitungen; sie sind abhängig von den Yariabelen 

das sind i • (p) i , (p)* o 

c — 1 + er— 1 -= c + eT— 2 

Yariabele. Daher entsteht zwischen diesen Ableitungen durch Eli- 
mination der Yeränderlichen Y eine lineare Relation, die durch Ent* 
Wickelung der Determinante in der Gleichung 
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wo der erste Elammerausdruck in A^ | A, vom Grade m — 1 ist Kon 
ist doch I» — c — 1; wäre daher 



«?'<«, 



so wäre 



ei?^^6-l^w, 



und somit besässen wir in (17)^ wenn wir durch 

(?) 
kl- 

rechts und links dividiren, eine Relation zwischen den Ableitungen 
der Schaar nach den Variabelen der ersten Reihe, welche in iti | ü^ 
nur vom Gh-ade m — 1 wäre, gegen die Voraussetzung (53). 

Damit ist nun die in 52 aufgestdUe Behauptung, dass sich eine 
jede singulare Schaar von hüinearen Farmen durch lineare Substihdian 
auf die dasdbst näher beschrielene Form (3) bringen lasse} vollständig 
bewiesen. 
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58. Nun seien q> und ^ zwei ganz hdiebige hüineare Formen Ton 
r Yariabelen Xi und 8 Yariabelen yt, femer sei \X^g> + X^if\ = und 
der Bang des Systems dieser Determinante t. Alsdann bestimmen wir 
die Eonstanten g\hy g'\h' so, dass die Formen 

^ ^99 + Ä*, P — g'g> + h^if 
die Eigenschaft haben, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler aller 
Subdeterminanten t^^ Grades des Systems von |^9 + X^\ nicht Null 
wird für ;i, » (37, 55); dabei wäUen wir 

yÄ'- g'h - 1. 

Dann kann man aber nach den Entwickelungen in 52—57 

setzen, wo die X^nli(TJf{!) unabhängige lineare Formen der Xi(jfk) be- 
deuten. Hieraus aber folgt, wenn wir 

setzen, sodass *'- *^? ^ ^v 9C^ ^ 9'= h 

ga^+hb^'^l 

Wir können also durch lineare Substitutionen die gegebene singulare 
Schaar X^tp + X^tj; in eine Schaar 

(18) ii2(«e*^« - ^"^^ + ^2(Pt'^'^+ S'V^^ 

transformiren, wo die O^f^ V^^^ die in 52 angegebene Bedeutung haben, 
und fUr ein gewisses q diejenigen Xifjl oder Y^^J, deren zweiter unterer 
Index gleich e^^^ 1 ist, sowie das zugehörige c^ in a^ und h^ Null zu 
setzen sind; es ist femer ga^+hb^f^l. 

Die Schaar (18) ist zerlegbar. Diejenigen Theile, deren Deter- 
minanten nicht identisch Null sind, sind irreducibel (48). Aber auch 
die Tbeile von der Gestalt 

(19) ;ii(Ä'cD<»- ÄY^ + >t,(-5r'(D«+ g^^) 

[yergl. (16)] sind irreducibele Schaaren. Denn der Bang des Koeffi- 
cientensystems der Schaar (19) ist 

c — 1« fw; 

die Anzahl der Yariabelen X, die in (19) auftreten, gleich m + 1] 
dann sind bekanntlich die Ableitungen von (19) nach den X durch 
eine lineare Belation yerbunden. ET besitzt das Koefficientensystem 
Ton (19) keine. Wäre nun (19) einer zerlegbaren Schaar S^^S^ + 8^ 
äquivalent, so müssten deren Theile 5f, S^ beide singulär sein, da 
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sonst das System von S^ mindestens einen ET besässe, was nicht der 
Fall ist; es gäbe daher mindestens zwei unlibhängige lineare Relationen 
zwischen den Ableitungen yon S^ und daher auch zwischen denen 
von (19) (S. 95—96). Die Schaar (18) ist also eine redtwirte. 

Die lineare Relation^ durch welche die Ableitungen yon (19) nach 
den X verknüpft sind^ ist in ^ | A, genau vom m*^ Grade; da aber die 
Anzahl der X gleich m + 1 ist, so kann daher die Schaar (19) in eine 
äquivalente von der Gestalt X^<i>^+ >l,M'®(56, Schluss) übergeführt werden; 
die hierzu nöthigen Transformationen lassen die übrigen Theile der 
Schaar (18) ungeändert. Fassen wir das erlangte Resultat zusammen! 

Eine singtdäre Schaar von hüinearen Formen Jcann in eine äqui- 
valente redueirte Schaar von der Gestalt (18) übergeführt werden^ wo 
die ^^^\ M^x^^ die in 52 angegebene Bedeutung haben, und tvosdbst für 
ein gewisses q die X!S]i oder YJ/S, deren zweiter unterer Index e^^ — 1 
ist, sowie b^ und h gleich NuU, g und a^» 1 zu setzen sind.* 

Nachdem wir so die Krotiecker'sche Beduktion einer singtdären 
Schaar ausgeführt haben, müssen wir uns mit der reducirten Schaar 
selbst genauer befassen. 

59. Die redueirte Schaar (18) besteht aus elementaren Schaaren 
von zweierlei Art; die Schaaren erster Art sind von gleichvielen Yariabelen 
X imd Y abhängig; die elementaren Schaaren Zureiter Art hingegen 
haben eine Yariabele der einen Reihe mehr, als Yariabelen der anderen 
Reihe, zerfallen also wieder in zwei Abtheilungen; in die erste (zweite) 
Äbtheilung rechnen wir die Theilschaaren, die eine Yariabele X{Y) 
mehr haben, als Yariabele Y (X). Bezeichnet man die Anzahl der 
Yariabelen X in diesen drei Fällen bez. mit e, e, 6 — 1, so ist die 
Anzahl der Yariabelen Y bez. e, e — 1, e. Die Gesammtzf^^l der 
Yariabelen X und Y ist in den drei Fallen bez. 2e, 2e — 1, 2e — 1. 

a) Für eine Theilschaar erster Art 

(20) X, (a^0!f> - ÄV?^ + l, (6^0^ + jr Yi?^ 

ist die Determinante gleich .(«) 

± (a^l, + b^k,y* - ± (a^ A, + &^A,)« , 
wenn wir die Gesammtzahl ihrer Yariabelen mit n^jp bezeichnen; sie 

hat einen ET (agki+ bf,X^)\ 

b) Die Determinante einer Schaar zweiter Art ist identisch Null; 
eine Schaar der ersten Abteilung ist von der Gestalt 



* Wenn im Folgenden von der reducirten Schaar (18) gesprochen wird, so 
meinen wir stets die Schaar von der hier beschriebenen Gestalt. 
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wo durch die übergesetzten Null angedeutet ist, dass hier c^ » 0, u. s. w. 
gesetzt worden ist. Bezeichnen wir die Gesammtzahl der Yariabelen 
in (21) mit n^ so ist itf - 2eJ - 1. 

Die Ableitungen von (21) nach den X^^ sind durch eine lineare Relation 
verknüpft , die in li\^ genau yom Grade ^ — 1 ist; bezeichnen wir 
diesen Grad kurz mit m^, so ist 

(22) n5-2m,+ l. 

Analoges gilt f&r die Schaaren gtveüer AWieüung; dieselben sind 
von der Gestalt 

(23) X,^li^YS,+ X^^Si^YS,.^i (^ + v-3-l, i;-l,2,...6j-l), 

wo durch den horizontalen Strich über den XS^, u. s. w. angedeutet 

ist, dass wir es mit einer Theilschaar der zweiten Abtheilung zu thun 

haben. Hier sind die Ableitungen nach den YSy durch eine lineare 

Relation verbunden, die in Aj A, genau vom Grade 

m2-ej-l 
ist; femer ist 

(24) «2-2m,+ l, 

wo t^ die Gesammtzahl der Yariabelen in (23) bedeutet. 

Das Koefficientensystem von (21), ebenso das von (23), besitzt 
keine Mementarfheüer. Femer ist ^ > 1, ^ > 1. 

Die elementaren Schaaren erster Art sind durch die Zahl der in ihnen 
auftretenden Yariabelen n^JP^2e]lP und die Eonstanten (^q, b^^ g, h 
bestimmt; die Schaaren der zweiten Art hingegen sind durch die Zahl 
der in ihnen auftretenden Yariabelen ni bez. nS allein vollständig be- 
stimmt, in Folge der Gleichungen (22) und (24) aber auch durch 
die Zahlen m^ bez. m«. 

60. Die Bedeutung der Eonstanten g\h für die Schaar ^iq> + X^if 
ist bekannt (37, 55); auch diejenige der Eonstanten a^, b^ und der 

Zahlen elS^ » ^* ist leicht anzugeben. Jede Theilschaar (20) besitzt 
nämlich den einen ET (a l +b X Y*^' 

derselbe ist nach dem Theoreme YH in 38 auch ein ET des EoefScienten- 

systems von (18) und mithin auch des von A^^ + A,^. Da die 

Eoefficientensysteme der Theilschaaren zweiter Art keine ET besitzen, 

so treten eben nach Theorem YII genau soviel Theilschaaren erster 

Art in (18) auf, als das Eoefficientensystem von A^^-f A^^^^ ET besitzt. 

Jedem Mementartheüer / , . , * \JS^ 

(a^Ai + ft^A,)* 

des letzteren Systems entspricht also eine Theilsduiar (20) erster Art. 

Dadurch ist die Bedeutung der a^, i^, ^^ für unsere Schaar vollständig 
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dargelegt. Bezeichnet man die ET des Systems von l^ip + X^tlfia irgend 
einer Reihenfolge mit 

so kann man, wie in 44, den aus elementaren Schaaren erster Art be- 
stehenden Theil von (18) kürzer gleich 

<J « 1, 2, . . . p 

setzen; dabei sind die aa | b^ so zu bestimmen, dass gaa + hhc — 1 ist. 
(58, 47.) 

Somit bleibt uns nur noch die Aufgabe, die Bedeutung der Zahlen 
nS bez. m«, ^ und n% bez. m«, eS aufzudecken. 

Es seien q> und ^ zwei bilineare Formen Ton je 2n Yariabelen 
x^ . . ,Xnj Vi- ' 'Vn'i durch Verschwinden von Eoeffidenten kann es 
möglich sein, dass die Anzahl beider Reihen yon Yerimderlichen ver- 
schieden ist, dann ist natürlich |Ai9) + ^^| = 0; aber auch im Falle 
wirklich gleichviel Xi und yi in A|9> + A,'^ auftreten, wollen wir 
|Ai9> + A,^| = voraussetzen. Der Rang des Eoefficientensjstems der 
Schaar A^g) -f A^^ sei r. Alsdann bestehen zwischen den n Ableitungen 
von kxq> + X^if nach den rr^, ebenso nach den j^,-, genau n — x un- 
abhängige lineare Relationen, deren EoefQcienten homogene Funktionen 
von A| I A, sind. Wir denken uns nun diese n — r Relationen beide- 
j mal so gewählt, dass sie in den X^ \ A, von möglichst niederem Grade 
sind; wir bezeichnen diese Gradzahlen bez. mit 

Jfi, Jfcfa, . . . Mn-.t'i 

und nennen sie die zur singulären Schaar gehörigen Minimalgrad- 
zahlen. Jede zur Schaar A^^g) + A,^ äquivalente Schaar besitzt die- 
selben Minimalgradzahlen, wie A^qp-f A,^, wie man mittelst des auf 
S. 95—96 Bemerkten höchst einfach beweist. Diese Zahlen kann man 
daher als numeriscke Invarianten der Schaar A^^ + A,^ (des Formen- 
paares (fy ii) bezeichnen. Die Zahlen Mi, ebenso die Zahlen Mi seien 
in (26) nach wachsender Grösse geordnet. Sind nun die q ersten Mi 
und die 6 ersten Mi Null, so können wir die Schaar zunächst in 
eine äquivalente überführen, in welch' letzterer nur noch « — p = r 
Veränderliche der ersten Reihe und nur noch n — <y = s Variabele 
der zweiten Reihe auftreten (53). Diese Schaar verwandeln wir dann 
auf die oben beschriebene Weise in eine reducirte Schaar von der 
Gestalt (18) (vergL 54 — 59). Als zur gegebenen Schaar ^i^ + A,^ 
äquivalent, besitzt sie dieselben Minimalgradzahlen, wie jene Schaar. 



(26) { 
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Das Nallsein der q ersten Mi und der 6 ersten Mi dokmnentirt sich 
in der reducirten Schaar dadurch , dass dieselbe nur noch von r 
Yariabelen X und s Yariabelen Y abhängt. Die übrigen Gradzahlen 
Mi und Mi sind grösser, als Null. 

Nun sei T^ eine Theilschaar (21) zweiter Art erster Abtheilung, 
T eine Theilschaar (20) erster Art. Dann- sind die Ableitungen yon 
7, nach den in T^ auftretenden 6^ Yariabelen 2 durch eine lineare 
Gleichung ff — verknüpft, die in A^ | A, vom Grade ej — 1 -» i»x ist. 
Die Ableitungen der Schaar T^+ T nach den in ihr auftretenden X 
sind durch dieselbe Gleichung 6r » verknüpft Denn ia Ti + T 
treten e^ + €^^ Yariabele X auf. Der Bang des Eoefßcientensystems 
von T^+T ist «5 — 1 + ^/^ (22, Satz d), also sind die Ableitungen 
von T^+ T nach den X in der That durch eine lineare Relation ver- 
bunden, nämlich durch die Relation 6r »> 0. Analog zeigt man: Ist 
T^ eine Schaar erster, T^ eine Schaar zweiter Abtheilung der zweiten 
Art, sind die Ableitungen von T^ nach den X durch eine Gleichung 
ff — verknüpft, so sind die Ableitungen von T^ + T^ nach den X 
durch die einzige Relation ff — verbunden. Endlich: Sind jT^ + il^ 
zwei Theilschaaren zweiter Art erster Abtheilung, sind die Ableitungen 
von Ti{Rj) nach den X durch die lineare Relation ff^— 0(ff2 — 0) 
verbunden, so sind die Ableitungen von T^ + B^ nach den X durch 
zwei Relationen, nämlich durch 

ff^«0, ff,-0 

verbunden. Alle diese Relationen sind unter sich nicht linear abhängig. 
Aehnliches gilt für die Ableitungen nach den T, 

Hieraus schliesst man, dass in (18) so viele Theilschaaren zweiter 
Art auftreten, als es von Null verschiedene Zahlen Mi bez. Mi giebt, 
und zwar n — t — q ^Qi Theilschaaren von der ersten Abtheilung und 
n — t — ^ öl Theilschaaren zweiter Abtheilung. Diese liefern gerade 
(4 lineare unabhängige Relationen zwischen den Ableitungen von (18) 
nach den X und 6^ unabhängige lineare Rrclationen zwischen den Ab- 
leitungen von (18) nach den Y. Diese Relationen sind in A^ 1 1, bez. 

vom Grade o ^ / ^ » n 

Wx—Cx — 1 (x«l,2, ...pi), 

w — 6x — 1 (x «= 1 , 2, . . . öl). 

Durch lineare Yerknüpfung der q^ ersten oder der 6^ zweiten Re- 
lationen kann aber kein neues System von q^ bez. ö^ unabhängigen 
Relationen gefunden werden, die in A^ | A, von niederem Grade wären, 
als vom Grade ^, . . . m^ bez. m^, . • • m^^; daher sind die Zahlen nix 
und nix nichts anderes als die von NuU verschiedenen Minimaiffradjsahlen 
Mi und Mi, d. h. es ist bei passender Bezeichnung 



=-e* — 1, W,c — Cx — 1, 

2wx +1, n? - 2wx + 1 
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Damit ist denn^ da ja 

(27) rr 

ist, die Bedeutung der in (18) auftretenden Zahlen m«, m» u. s. w. yoU- 
ständig dargelegt. 

Wir schreiben jetzt f&r alle Mt bez. Mt wieder m^ bez. mir. £^ is< 
vofüheühaflf amh für x — 1,2,... q bez. « — 1, 2, . . . iJ dwrcÄ 

»2 — 2wx + l, n2-=2mx+l 
Zahlen nl wnd nlt einzuführen. Nicht nur die m«, m«, sondern auch 
die »2, nS^(x — 1, 2, .. .n — r) sind Invarianten der Formenschaar 
Xj^T^Aj^ (des Formenpaares 9,^). Da Eronecker im Wesent- 
lichen mit diesen letzeren Invarianten arbeitet, so wollen wir sie 
als die Eronecker'schen Invarianten der Schaar (des Paares) 
bezeichnen. Das Auftreten einer Eronecker 'sehen Invariante 1 be- 
sagt, dass die Anzahl der Yariabelen der einen Keihe durch lineare 
Substitution um Eins vermindert werden kann. 

61. Wir wollen nun annehmen, dass f&r zwei Schaaren 

bilinearer Formen von je 2n Veränderlichen Xt, yk die Minimalgradzahlen 
und die ET der EoefGicientensysteme übereinstimmen. Diese sind 
dann von gleichem Range x und der grosste gemeinschaftliche Theiler 
aller Subdeterminanten r^^ Grades aus beiden Systemen ist derselbe.. 
Man kann daher bei der Reduktion dieser Schaaren den Eonstanten 
g\h beidemal dieselben Werthe beilegen, dann wird die reducirte 
Form (18) von A^qp -f Aj^ identisch mit der reducirten Form (18) von 
A^gj'-f Aj^' (60). Die Schaaren X^(p -f X^rlf und X^g^'-f >t,^' sind also zu 
einer und derselben dritten Schaar (18) äquivalent, mithin sind die 
beiden Schaaren unter sich äquivalent. Es gilt also das Theorem 
von Eronecker: 

X. Stimmen für zwei singulare Formenschaaren, die von 
je n Yariabelenpaaren abhängen, die Minimalgrad- 
zahlen und die Elementartheiler der Eoefficienten- 
systeme überein, so sind sie äquivalent, und um- 
gekehrt.* 

* Auf rationalem Wege kann man daher über die Aequivalenz zweier sin- 
gulären Schaaren entscheiden; die Substitutionen, welche eine singulare Schaar 
in eine äquivalente überführen, sind rational bestimmbar (89). 
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Nachdem wir dieses Resultat aus unseren Entwickelangen gezogen 
haben, müssen wir uns etwas eingehender mit den Zahlen m«; ^S\ 6x 
u. s. w. beschäftigen. Zunächst, sei bemerkt, dass nach (Z7) die 
Kronecker'schen Invofria'ifAen n«, n« ^xis ungerade ZaMen sind. Ferner 
ergiebt sich aus dem in 59 und 60 Erörterten für die zu einer Schaar 
^g> + X^i^j die Ton 2n Veränderlichen abhängt, gehörigen Zahlen 
^«\ nij ^ die Oleichung 

/S-l,2,...n-r |, 
y = l,2,...|> / 

^wenn wir die früheren Bezeichnungen beibehalten und in n^f^ den jetzt 
unnothigen Index q (S. 108) weglassen. Da n^ ■» 26y ist, so sind die 
Zahlen ny gerade Zahlen. 

_ Wir wollen die Theilschaaren (21), (23) und (25) bez. mit TS, 
jTJ, Ta bezeichnen. Besitzt eine singulare Schaar iliqo + >ls^ bilinearer 
Formen von 2n Yariabelen die Minimalgradzahlen 

und das Eoefficientensystem derselben die ET 

(aaX^ + haX^yo ((J - 1, 2, . . . jp), 
und wir setzen 

(28) Wx-cJ-1, mx=cj~l, 

so kann man nach dem Vorhergehenden X^fp + X^t in die Schaar 

a»! (t^l y=al 

fransformiren, wo m ü hei e2 » 1, e]S«» 1, 

To=TO_0 
zu nehmen ist. Dabei ist, wenn wir noch 

(29) nj-2wx+l, w2-2wx + l, Wx-26x 
setzen, 

(30) wJ + n8 + --- + n?+n?+»8 + ... + n?+ni + n«+--- + np«2w; 

die nS, ni sind ungerade, die n« gerade Zahlen. 

Man denke sich nun umgekehrt für ein gegebenes n die Gleich- 
ung (30) in positiven, ungeraden^ Zahlen nS, ni und in positiven 
geraden Zahlen n« gelöst; dabei müssen die Zahlen nS und nS in 
gleicher Zahl auftreten und dürfen nicht fehlen, während die Zahlen n« 
nicht unbedingt in einer Lösung aufzutreten brauchen. Ist dann durch 

die Zahlen «.o «o i^ zfi »» m 

9ii, . . . ntp ni, . . . Hj, n^, . . np 

* Von Null yerschiedenen. 
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eine solche Lösung der Gleichung (30) gegeben^ und man berechnet 
aus diesen Zahlen durch die Gleichungen (29) neue Zahlen 

setzt femer f&r ein vorstehendes m^, nix 

«»* = c2 — 1, Wx—3 — 1 
und wählt alsdann für die Zahlen eS; iS> ex in B diese Zahlen 

setzt fttr ein eS- 1, T.® « 0, für ein ^«1, Tß^ 0, wählt femer in JS 
die Eonstanten aa, ba, g^ h willkürlich^ aber so, dass 

gaa+hha^O (<f - 1, 2, . . .jp) 

ist, dann besitzt die Schaar R die Minimalgradzahlen 

und das Eoefficientensystem von R besitzt die ET 

(aaAi+ haX^fo (<y =3 1, 2, . . .jp). 

Dies geht unmittelbar aus 60 hervor. 

Wir wollen dieses Resultat folgendermassen kurz als Theorem 
aussprechen: 

XI. Man kann für ein gegebenes n singulare bilineare 
Formenschaaren, die von 2n Yariabelen abhängen, 
bilden*, welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen 
haben, und deren Eoefficientensysteme vorgeschrie- 
bene Elementartheiler besitzen. 

Sind die Zahlen m«, m« nicht alle grösser als Null, so treten in 
der, wie eben angegeben, zu bildenden Schaar nicht wirklich 2n 
Yariabele auf; die Schaar kann femer nur aus Theilschaaren erster 
Art bestehen, sodass ihr Eoef&cientensystem gar keine ET besitzt. 

Fasst man eine ordinäre Schaar als eine solche auf, die keine 
Minimalgradzahlen besitzt, lässt femer in den Theoremen X und XI 
das Wort „singulär'* weg, so gelten diese Theoreme X und XI für 
Formenschaaren jeder Art (vergl. Theorem VUI und IX). Es herrscht 
also zwischen den Entwickelungen von Weierstrass und Eronecker 
vollkommene Einheitlichkeit. Dieselbe tritt auch im folgenden Satze 
hervor: 

■ 

Die Kronecker'schen und Weierstrass^scken Invarianten einer 
zerlegharen Schaar sind diejenigen ihrer Theüe zusammengenommen. 



* Oder, wie man auch sagen kann, welche Torgeschriebene Eronecker*sche 
Invarianten haben. 
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Für die Weierstrass'schen Inyarianten ist der Satz bewiesen 
(Theorem YU in 38), für die Eronecker'schen beweist man ihn so: 
Sei die Schaar S in die Theile 8^ und ^2 zerlegbar^ seien r^, r,; r bez. 
die Rangzahlen von l^^l, \S^\} \S\ und für 

»1 — rj — Tj, Wj — r, «Tj, n — r«=T 

die Minimalgradzahlen der ersten Reihe für die Schaaren S^y 8^^ 8, die 
von fti, n^f n Yariabelen Xt abhängen mögen. Zunächst erkennt man, 
dass wegen r^r^ + r^ (22, d) und n^n^ + n^ 

ti + tr, «= r 

ist. Nach Kronecker giebt es femer Substitutionen, die /S^, 8^, 8 
bez. in 

S'- Ti«+ T8+ ... + 2?+ JT + L = JRi + iJj 

überfuhren (S. 111, yergl. auch 32). Sind nun a Zahlen mj, . . . m^^ 
h Zahlen Wr^+i, . . . w. Null, so hängt die Schaar S' nur von n — (a + b) 
Yariabelen der ersten Reihe ab, d. h. a + & der Zahlen ml sind Null. 
Jede Theilschaar TS (w» > 0) aber von S' liefert eine Relation Wx***^ 
Grades zwischen den Ableitungen von 5' nach den Yariabelen der 
ersten Reihe. Zwischen diesen bestehen also r^ + t^^t unabhängige 
Relationen, die bez. vom Grade ^, m2, . . . m^ sind. Durch lineare 
Yerbindung dieser Relationen kann aber kein neues System von t un- 
abhängigen Relationen geschaffen werden, die von niedrigerem als vom 
Grade m^, m,, . . . m« in il^ | A, wären; daher müssen die Zahlen mi und 
mi übereinstimmen. Analoges gilt für die Gradzahlen der zweiten 
R^ihe, womit unser Satz bewiesen ist. 

Man erkennt schliesslich, dass eine singulare 8chaa/r dann und nu/r 
dafm irredimbd ist, toenn sie ein einssiges Kronecker'sches Invariafdenr 
paar n?, w? — 1, ihr 8ysiem aber keinen ET besitzt. 

62. Auf Grund des Theorems XI klassificiren wir die singulären 
Formenschaaren, die von gleichvielen Yariabelenpaaren abhängen, unter 
Zugrundelegung unbeschränkter linearer Transformationen für die 
Yariabelen beider Reihen genau so, wie dies bei den ordinären 
Schaaren auf Grund des Theorems IX in 49 ausgeführt wurde. 

Gehören zu einer singulären Schaar A^A + ^B von bilinearen 
Formen, die von n Yariabelenpaaren abhängen, etwa die unter (29) 
angegebenen Zahlen nS, n^ u. s. w., so sagen wir, die Schaar A^A+^B 
(das Formenpaar A, B) besitze die Charakteristik 

Mutb, Elementartheiler. 8 



114 S 8, 62. 

(31) [{n«, n», . . . n?; n», ;§,...«?} («1, ...)... K, ...)•••(• . .,»»p)],* 
wobei die runden Klammem solche Zahlen na einschliessen^ deren zu- 
gehörige Zahlen ea^-^ Exponenten von ETn gleicher Basis sind. 

Zu aUen von 2nYariabelen abhängigen singularen Formenschaaren 
gehört eine endliche Anzahl von Charakteristiken (31)^ da die Summe 
der Zahlen n«, np, Uy gleich 2n ist^ u. s.w., wie in 29, nur dass jetzt an Stelle 
der Gleichung (3) die Gleichung (30), an Stelle von Theorem D[ das 
Theorem XI tritt. Schliesslich Jdassificiren wir wieder y wie in 49, die 
von einer gegebenen ÄnzcM von Vcmabdenpaaren (abhängigen singularen 
Schaaren. Sind in der Charakteristik einer Klasse die Zahlen n% nicht 
alle gleich den Zahlen n^^ so erhält man dadurch, dass man in ihr 
die Zahlen n« und n^ vertauscht, nicht die Charakteristik einer neuen 
Klasse, da es gleichgiltig ist, welche Reihe von Yariabelen man in 
einer bilinearen Form als die erste ansehen will. Die Schaaren einer 
und derselben Klasse können wegen Theorem X auf eine gewisse 
Normalform (kanonische Form) B gebracht werden.** U. s. w. 

Die Zahl der E[lassen von singularen Formenschaaren, die von 
n Yariabelenpaaren abhängen, die aber in solche transformirt werden 
können, die von weniger Variabdenpaaren abhängen, ist gleich der Zahl 
der Klassen von ordinären und singularen Schaaren bilinearer Formen, 
die Von n — 1 Yariabelenpaaren abhängen. Denn stellen die Zahlen 

J, Tva, • • M ^* 9} . . • X n* "^ #M • • • 

ein Lösungssystem der Gleichung (30) vor, welches die S. 111 an- 
gegebenen Eigenschaften besitzt, so ist durch die Zahlen 

Wj, . . ., n^^ n^y n^f . . . 

ein geignetes Lösungssystem der Gleichung 

(32) 2(n~l)«2^2+2^n^+2'**^ 

a ß Y 

gegeben. Genügen umgekehrt die Zahlen n^, . . ., nj, . . . 9»i; n^y... 
der Gleichung (32) und besitzen die S. 111 angegebenen Eigenschaften, 
nur dass jetzt auch die Zahlen nlj n^ fehlen dürfen, in welchem Falle 

n^ + n^-i = 2 (» — 1), 

^i+^H = » — 1 

ist, so stellen die Zahlen 1, nj, . . ., 1, ^^ • • •; ^i> ^, ... ein passendes 
Lösungssystem von (30) vor. 

* Treten keine Zahlen na anf, so bleibt die eckige Klammer weg. 
** Ist die Charakteristik einer Klasse von der Gestalt {ll . . . 1; 1 1 . . . l}, so 
verschwinden alle ihr angehörigen Schaaren identisch; wir wollen dann sagen, 
zur Klasse gehöre die Normalform „0". 
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Die Normalfonnen fOr die Klassen dieser singulllreiL Formen- 
sdiaaren, die yon n Yariabelenpaaren abhängen, sind identisch mit den 
Nonnalformen f&r alle Klassen Ton singulären nnd ordinären Formen- 
schaaren, die von (n ^ 1) Yariabelenpaaren abhängen. Denn zu der 
Klasse von Sdiaaren bilinearer, yon n Yariabelenpaaren abhängiger 
Formen mit der Charakteristik 

(33) [{1, ti8, ...; 1, «J, .. .)(«i ,...)... (n., ...)•••(• • -, n,)] 
gehört dieselbe Normalform, wie za der Klasse von Schaaren bilinearer, 
Yon n — 1 Yariabelenpaaren abhängiger Formen mit der Charakteristik 

bez., wenn die Zahlen ^, . . . nS, . . . in (33) fehlen, mit der Charakteristik 

[(^-^i,...)...(T-^a,-..)--.(...,?-^)]. 
VergL 49. 

Diese Bemerkungen benützend, wollen wir jetzt f&r die Fälle 
n — 1, 2, 3, 4 die Zahl der Klassen bestimmen und die zu den einzelnen 
Ellassen gehörigen Normalformen wirklich aufstellen. 

Für n » 1 gestattet die Gleichung 

2 « n? H h «? H h »1 + • • • 

jnur eine Losung der in 61 beschriebenen Art, nämlich die Losung 

n?-l, w?-l; 
es giebt nur eine Klasse mit der Charakteristik 

{1, 1}; 

sie umfasst die Schaaren bilinearer Formen von einem Yariabele;ipaare, 
die identisch Null sind. 

Für n » 2 hat man fOr die Gleichung 

4«w? + w?H l-w? + iS-] h^i + w^H 

die 3 Losungen: i. n? « 3, n? - 1, 

2.n?-l, n?-l, w,-2, 
3. w?«^«nj-nj=l. 
Zu der der ersten entsprechenden Klasse mit der Charakteristik 

{3,1} 
bestimmt sich die Normalform wie folgt; zunächst wird 

Wi — 1, Wi=1), e? — 2; 

daher ist B « T?, wo in TJ 

cS-1-1 

zu nehmen ist; man erhalt daher als Normalform 

S* 
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Die Normalformen für die Klassen [{i, i} 2] und {11, 11} sind die- 
jenigen f&r die Klassen [1] und {1,1} yon Formenschaaren^ die Ton 
einem Yariabelenpaare abliangen; die Normalform f&r die ersteren 
wurde in 50 unter a); 1 angegeben, die Schaaren der zweiten sind 
identisch Null (siehe oben), ü. s. w. 

Wir stellen jetzt, wie in 50, die Charakteristiken und Normal- 
formen für alle Klassen von Formenpaaren, die eine singulare Schaar 
bilinearer Formen von n Yariabelenpaaren bestimmen, fSLr die Fälle 
n » 1, 2, 3, 4 zusammen, wobei wir für X, T bez. Xj y schreiben. 

Klassen der Bingnlftren Paare bilinearer Formen 

von 2n Variabelen bei unbesohriünUer linearer Trans- 

formation der Variabelen im Falle 

a) n «= 1. 

b) n - 2. 

2. [{1,1)2] I Die Normalformen sind identisch mit denjenigen für 

I die Klassen von Formenpaaren, die yon je einem 

3. {11, 11} j Yariabelenpaare abhängen (vergl. 50 a), 1, 62 a), 1). 



c) n - 3. 

« rr -» -, ^1 yio + «1 ^10 yio , 

3. [{8,1)2] : I 7. 



1. {6.1) 



2. {3,8) 



4. {81, 11} 

5. [{1,1} 22] 

6. [{1,1) (22)] 

7. [{1,1) 4] 
8.[{ii.n)2] 
9. {111, 111} 



Die Normalformen sind identisch mit denjenigen 
fKr die Klassen von Formenpaaren, die von je ztvei 
Yariabelenpaaren abhängen, und zwar stimmen die 
Normalformen für die linksstehenden Klassen 4 bis 
9 der Reihe nach mit denjenigen für die Klassen 
mit den Charakteristiken {8,1), [11], [(11)], [{1,1)2], 

{11, 11) überein. 



* lieber die Charakterisirang dieses Falles durch rationale In- und Eovarianten 
zweier temären bilinearen Formen vergl. Math, üeber temäre bilineare Formen, 
Math. Ann. (92) Bd. 42, Art. 8. 
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d) n — 4. 

3. {88.11} =a5,ys, + a;8„j^. 



5. [{8, 8} 2] 



6. [{8,1} 22] 



* a^io yio + &1 a^ioyio + ^2 ^20^20- 
7. [{3,1} (22)] : . 1. / • \ 

'^ ' ^^ ^' a?Soy?o+ ^(aloylo+Äioy2o)• 
5. {61, 11}, 6. {81,81}, 7. [{si, ii}2], 8. [{1,1} 222], 9. [{1,1} (22) 2], 

10.[{l,l}(222)], ll.[{l,l}42], 12. [{1,1} (42)], 13.[{l,T}6], 14.{311,in}, 

15. [{11, II}22], 16. [{11, n}(22)], 17. [{11, n} 4], 18. [{111, m} 2], 
19. {1111, im}- 

Die Normalformen f&r diese letzten 15 Klassen sind identisch 
mit denjenigen für die Klassen von Formenpaaren, die von je drei 
Yeränderlichenpaaren abhängen, und zwar stimmen die Normalformen 
f&r die Klassen 5—19 der Reihe nach mit denjenigen für die Klassen 
mit den Charakteristiken {5,1}, {8,8} u. s.w. überein. 

Aus 50 und 62 ergiebt sich, dass in den Fällen m»1, 2, 3, 4 
bez. 2, 6, 15, 33 Klassen von Schaaren bilinearer Formen auftreten. 

Die Theoreme von Weierstrass und Kronecker finden zahl- 
reiche Anwendungen in den Untersuchungen über speddle Formen- 
schaaren, auf welche wir in den folgenden Paragraphen eingehen; wir 
gelangen durch dieselben zu einer Reihe neuer Fundamentalsätze 
über ET. 
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§ 9. Symmetrische und alternirende Formen. 

I. 

63. Es sei 

, . Ä'^'^OikXiXk (», *«1,2, ...n), 

wobei ^^ 

eine guadroHsdie Form von n Yariabelen x^ . . .Xn, deren Eoe£ßcienteu 
die in 10 f&r die aik angegebene Beschaffenheit haben mögen. Die 
Determinante der Form A bezeichnen wir mit |^|; das System von 
I J.| ist ein symmetrisches. Die Begriffe ,, ordinäre^ ^ „singtüäre^^, „zer- 
legbare quadratische Form'^ definiren wir, wie bei den bilinearen Formen 
in 10 und 22. Sind die aik lineare Formen zweier Veränderlichen 
X^lX^j so stellt A^l^A^+X^J^ 

eine Schaar quadratischer Formen vor (3, Schluss). Die Begriffe 
„Aeguivaieng atceier Schaaren^^ (Paare), „elementare Schaar", „reducirte 
Schaar^ definiren wir, wie es bei Schaaren bilinearer Formen geschah 
(25^ 39), nur dass jetzt an Stelle der Substitutionen fär die Yariabelen 
beider Reihen eine einzige lineare Substitution 

(1) Xi^ aux[ + aj.xi + UniXl, 

&ix iie x^, x^, . . . Xn tritt. Ist die Schaar A eine sii^ulare, so sind die 
Ableitungen von A nach x^, x^, . . .x^ durch n — t unabhängige lineare 
Relationen yerbunden, wenn t den Rang des Systems von \A\ be- 
zeichnet. Wählt man diese Relationen so, dass sie in A^ | A, von 
mogUchst niederem Grade m^, m,, . . . fttn.« sind, so heissen mj, 
m,, . . . mn-.t die zur Schaar A gehörenden Minimalgradzahlen. 

Dies vorausgeschickt sei nunmehr X^A + X^B eine Schaar 
quadratischer Formen yon n Yariabelen, und zwar sei 

aik =■ (^ki, ^» — ^*< J 

Dann setzen wir, unter y^, ff^, - - -Vn Yariabele verstehend, 
1 /dA . dA . , dA \ Ty 

1 {dB .dB , , ^JB \ T> 

Die symmetrischen bilinearen Formen P« und Pt (vergl. 11) heissen 
die Polarformen von A bez. B*. Für Xi — yt (i «= 1, 2^ . . .n) geht 
Pa in Ay Pi, in J3, also die Schaar X^Pa + X^Pt von symmetrischen 

* Ist Pa^^^ik^iVk ®^^® symmetrische Form, so ist P^ die Polarform von 
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bilinearen^ in die Schaar X^A^ X^B yon quadratischen Formen über; 
denn es ist 

Pa ^^aikXiffi, Pf, ^^baXiyjt (i, ft == 1, 2, . . . n). 

Es ist femer 

(2) |Ai^ + A,B|«|AiPa + A,P,|. 

Dnrcli die Substitution (1) mit nicht verschwindender Determinante 
gehe nun jI in A^ £ in B über. Setzen wir noch 

m 

A '^'^alixlxlt, B ^^blkXjxL (t, & « 1, 2, ... n) 
und 

(3) ifi « aiiifl + aji^i + h «n*yi (t « 1, 2, . . . n), 

so geht bekanntlich durch die congruenten Transformationen (1) und (3) 
(vergL13)P.inj,^^^^,^^,^, (i, Jb - 1, 2, . . . n), 

P6 in "^ 

Pß-^MkXiyl (t, Ä-l,2,...n), 
also die Schaar 

in die Schaar 

Aj Pa + Aj P^ 

über. Auch das Umgekehrte ist richtig: Geht durch die congruenten 
Transformationen (1) und (3) Pa in P«, so geht durch (1) J. in A 
über^ u. s.w. Nach 11 ist 

I A,P, + A,P/» I - A . l^iP. + A,P»| . A, 
also wecen (2) 

I AiA + A,B I = A« I Ai^ + A,B |. 

üeber die Aequivalenz von Schaaren quadratischer Formen gilt 
der Satz: 

14) Sind gwei ordinäre (singtdäre) Schaa/ren quadratische Formen 
von je n Variahden äquivalent, so stimmen die Elementa/rtheüer ihrer 
Determinanten (ihrer Koeffidentensysteme und ihre Minimdlgradmhlen) 
üherein. 

Denn sind die Schaaren X^^A + X^B und A^A + A^B äquivalent, so 
sind es auch die Schaaren X^Pa + X^Pt und X^ Pa + X^P^, also stimmen die 
ET der Determinanten | A^Pa + A^P* | und | A^P« + A^P^ | bez. die ET 
der Systeme dieser Determinanten überein (39, Satz 12); wegen (2) 
gilt aber das Gleiche für die Schaaren X^A + X2Bf A^A + AgB. Sind 
m^, fii^,...mi die zur (singulären) Schaar X^A + X^B gehörigen 
Minimalgradzahlen, so gehören zur Schaar A^ Pa + A, P^ die Minimal- 

^ m^y m^f . . . mt] m^^ fn^, . . . mt, 

wo bei passender Bezeichnung 
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m^^nix (x — 1, 2, . . . t) 
ist. Denn es ist 

2 — s^; i^i — C»-l, 2,...n}, 

die zu k^Pa + k^Pb äquivalente Schaar A^Pa + ^^/r besitzt ebenfalls 
die Minimalgradzahlen m^y , . .^ m^y . . . (m^ «» ni,) nach Theorem X 
Daraus folgt aber^ dass die Schaar A^A + A^B die Minimalgradzahlen 
fUjy fUgy . . • fiif besitzt^ w. z. b. w. 

Wir wollen im Folgenden zunächst zeigen, dass die Ueberein- 
stimmung der ET nicht nur die nothwendige, sondern auch die hin- 
reichende Bedingung .fOr die Aequivalenz zweier ordinärer Schaaren 
quadratischer Formen ist. 

64. Um dieses zu beweisen, bedürfen wir folgenden Hüfssaizes: 
Sind die Eoefficienten einer symmetrischen bilinearen Form 

A — ^antXjyk (», * — 1, 2, ... n) 

ganze Zahlen oder ganze Funktionen einer oder mehrerer Veränderlichen, 
so kann man A durch eine Reihe yon congruenten Elementar- 
transformationen in eine Form 

^--^ahxlyl (i, *-l, 2,...n) 
so transformiren, dass die Subdeterminanten 

A^ - 2* ^iiP'n • • • »i? if^3^7'-^) 

des Systems von |A| sämmüich regfdär in Bezug auf einen Prim- 
theiler p werden, wenn r den Bang von | A ( bedeutet.* 

Zum Beweise brauchen wir die Resultate des Artikels 7. Zunächst 
kann man nach dem dort Gezeigten durch congruente Elementar- 
transformationen 2^^' Art (vergL 27, b) die Form A in eine solche 
transformiren, ffir welche die in 7 mit A^^ B^, C^ bezeichneten Sub- 
determinanten ihres Eoefficientensystems die daselbst unter 6) an- 
gegebenen Eigenschafben besitzen. Bezeichnen wir diese Form wieder 

mit A^^aikXiyt und führen wir ^ durch die congruenten Elementar- 
transformationen 3**' Art (27, c) 

^1- y'u y% = yij- • -y^-^ ye> Va+i-yR-^i - y^ »?+« ^ »e+«^ • . . y» -yi 

in eine Form 



♦ FrobeniuB, S.B. 1894, S. S7. 
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/<-^aUxiyi (», t-l,2,...n) 

über^ 80 geht die Determinante | A | ans der Determinante | Ä \ dadurch 
herror, dass man in | .^ | die (ß + 1)^ Zeile von der q^^ Zefle und 
dann die (p + 1)^ Spalte von der q^^ Spalte (oder umgekehrt) abzieht 
(27). Alsdann wird aber 

Aj — -^j, Aj«-^, . . . A^^i — -4^— 1, A^-|.i — .4^41, fi^m^An 

(4) \«^^-.25^ + C^, 

wenn A^ u. s. w. &Lt A bedeutet, was A^ u. s. w. f&r A. Dies ergiebt 
sich einfach so, dass man A^ zweimal in je zwei Determinanten zer- 
legt. Enthält nun der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Sub- 
determinanten q*^ Grades von | A \ den Primthefler p zur Potenz l, dann 
steckt j> in ^^ genau zur Potenz l, in A^ und Cg zu einer höheren; 
daher steckt p wegen (4) in A^ genau zur Potenz Z; d. h. A^ ist eine 
reguläre Subdeterminante von | A |- Ii^ | A | sind sonach die sämmtlichen 
Determinanten Aj, As,.. . A^, A^ + i regulär. Durch weitere Anwendung 
Yon solchen einfachen congruenten Transformationen bringt man es 
schliesslich zu einer Form A, fdr welche die bei A mit A^^ . . , Ar be- 
zeichneten Subdeterminanten alle regulär in Bezug auf j9 werden, w.z.b. w. 

Machen wir noch durch congruente Reihenrertauschungen in |A| 
das erste Diagonalelement zum letzten, das zweite zum vorletzen u. s. w., 
so ergiebt sich, falls speciellJ. von der Gestalt 

XA^B, 
wo A und B symmetrische bilineare, von X unabhängige Formen vor- 
stellen, und r '^n ist, dass man durch congrvtente Transformationen mit 
gangjsaJiligen SfibsttttUiomkoefficienten XA — B so umformen kann, dass 
in der Determinante der neuen Form die S. 70 für \XA — B\ mit 
8y S" 8"' . . . S^*"^^ hezeichneten Subdeterminanten sämmÜich reguUir 
werden in Bezug auf einen bestimmten LinearfaJctor von \XA — B\. 

65. Wir wenden nun die Weierstrass'sche Reduktion in § 6 auf 
eine Schaar symmetrischer büinearer Formen an. Alsdann wird in 40 
C ^ XA-- B eine symmetrische Form und wir können daher nach 
64 diese Form durch congruente, Ton X unabhängige Substitutionen so 
transformiren, dass in der Determinante der neuen Form die bei 
\XA — B\ mit iSJ S" . . . S^*"~^^ bezeichneten Subdeterminanten in Be- 
zug auf den Faktor (A — c) von \XA^ B\ alle regulär sind. Diese 
Form bezeichnen wir wieder mit XA — B] sie ist ebenfalls symmetrisch 
(S. 29), so dass jetzt in § 6 

Sa ■= Ski, Oik — Oki 
wird, was zur Folge hat, dass in den Gleichungen (7) imd (8) X^*^ 
und Y^*^ dieselben Funktionen der Ut bez. Vi werden; dasselbe gilt von 
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X^ft, und Ynft in 42 und^ da nun die Substitutionen (19) und (20) in 
43 beide congruente Tr<msformationen sind^ auch yon X«^ und Fy^ in 
43^ wobei besonders zu beachten ist, dass die X^fi und Yx^ in (23) 
von l unabhängig sind, da das Gleiche von den congruenten Trans- 
formationen (19) und (20) gilt (64). Daher werden endlich in 45 
Xofi und Yfff^ dieselben Funktionen der Xi bez. y»-; die Substilttiionen (32) 
sowohl als (36) sind congruente Substitutionen j wenn X^^ und Yofi ab 
zusammengehörige Yariabele aus den beiden Reihen von Yariabelen 
Xoft, und Yav (44, Schluss) aufgefasst werden. Es Tcönnen daher durch 
congruente Tremsformationen A und B bez. in A und B in (36), und, 
wenn A und B beliebige symmetrische büineare Formen sindy A und 
B in k wnd B in (45) transformirt werden, vorausgesetzt, dass 
\kiA + X^B\^ ist. 

Nun BeiXiA + X^B irgend eine ordinäre Schaar von quadratischen 
Formen, femer seien 

(«a ^1 + ba A,)'^ (tf =- 1, 2, . . . m) 
die sämmtlichen ET ihrer Determinante; alsdann hat die Determinante 
der Schaar von symmetrischen bilinearen Formen X^Pa + k^Pb (Be- 
zeichnung wie in 63) dieselben ET; daher können durch congruente 
Transformationen P« und P^ auf die Form (45) in § 6 gebracht werden. 
Indem wir rCj^y,-, Xcf^^Yoft setzen (63), erhalten wir somit den Satz*: 

15) Sind A und B zwei quadratische Formen von je n Variabelen 
Xi, . . . Xnf ist die Determinante \XiA + Aj P | =j= 0, und sind 

{aaX^ + bal^"^ (<y«l, 2,.,.»t) 

ihre sämmduSven Elementartheiler, so kann man durch eine lineare 
Substitution die Formen A und B gleichzeitig bez. in 

transformiren, wo g\h beliebig, aber so zu wählen sind, dass 

lflf^ + ÄPH-0 

ist, und die VerhaUnissgrössen ao \ ba so zu bestimmen sind, dass 

aag + 6aA = 1 
ist. 

Dabei hangen die X^^ mit dem a?» nach (32) in § 6 durch lineare 
Gleichungen von der Form 

• Weierstrass, BM 1868, S. 332 — 384 (Ges. W. Bd. H, S. 89-41). 
** Für ea — 1, ist {XaXa)eg—i gleich Null zu setzen; dies ist im Folgd. 
stets zu beachten. 
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zusammen, wo Ca wnd die C^a^ (p » 1, 2; . . . n) gan^e Funktionen von 
aa, ha und den Koeffidenten der Formen A tmä B bedeuten. 

Stimmen nun ftlr zwei ordinäre Schaaren von quadratischen Fonnen 
die ET ihrer Determinanten überein, so sind beide Schaaren einer und 
derselben dritten Schaar (6) äquivalent; daher sind sie unter sich 
äquiyalent. Also ist die am Schlüsse von 63 ausgesprochene Behauptung 
bewiesen, und es gilt somit das Theorem:* 

Xn. Zwei ordinäre Schaaren quadratischer Formen von 
n Yariabelen sind dann und nur dann äquivalent, wenn 
die Elementartheiler ihrer Determinanten über- 
einstimmen. 

66. Die Schaar i^ A + ilj B in 48 (vergL Theorem IX) besitzt, wie 
wir eben gesehen haben, symmetrische Grundformen; die ET ihrer 
Determinante sind 

(aaAi + haX^y^ (<y = 1, 2, . . . w), 

wenn wir die aa\haf Ca so wählen, wie in Theorem IX angegeben 
wurde. Lassen wir nun ia X^k + X^B 

werden, so geht diese Schaar in eine Schaar von quadratischen Formen 
über, welche * dieselbe Determinante hat, wie X^A + X^B (63); die 
Determinante dieser Schaar von quadratischen Formen hat also die ET 

(aaXi + haX^y<' (<l - 1, 2, . . . m). 

Also gilt das Theorem** 

Xm. Wählt man in 

A -^ ^fl<y(Xg Xa\ — h^(XaXa\^i, 
B ^^ha{XaXa\+ g^(XaXa\^i 

die positiven ganzen Zahlen e^^.-.ßm und die Eon- 
stanten g\hf €f'a\ba beliebig aber so, dass bei ge- 
gebenem n 

«i + %H Vem^ny 

gaa + hla^O 

ist, so besitzt die Schaar A^A + ^ts^ quadratischer Formen 
von n Yariabelen X^^ die Elementartheiler 

{oaX^ + baX^yc (5 — 1,2,... m). 



* Weierstrass, 1. c. (vergl. auch Gundelfinger in Hesse's Baum- 
geometrie, Leipzig (76), Sappl. IV). 

♦♦ WeierstrasB, B M 1868, S. 885 (O. W. Bd. U, S. 41). 
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Die Schaar A^AH- ^B ist zerlegbar, ihre Theile sind irreducibel 
(48, SchluBs), sie ist eine reducirte Schaar van quadraüs(Aen Formen, 

Heryorgehoben werde noch, dass allgemein eine ordinäre Schaar 
quadratischer Formen eine elementare ist, wenn ihre DetermiiMmte einen 
einzigen ET besitzt, (Vergl. die eben citirte Stelle.) 

Aus den Theoremen XII und XIII folgert man den Satz (51): 

Damit sich zwei quadratische Formen A und B von je n Variabden 
durch dieselbe lineare Stibstitution auf die Gestalt 

A - a,Xl + a^Z| + • • • + a«XJ, 

bringen lassen, wo aa\ba ((^ « 1, 2 . . . n) nicht gleichzeitig Null sind, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die Determinante \X^Ä + l^B\ ^ 
ist und nur lineare Elementartheiler besitzt* 

Wir definiren jetzt den Begriff „Charakteristik einer ordi- 
nären Schaar von quadratischen Formen^' so, wie fiELr ordinäre 
Schaaren bilinearer Formen in 49, und Jclassificiren die Schaaren (Paare) 
quadratischer Formen, die von einer gegebenen Anzahl Yariabelen ab- 
hängen, bei unbeschränkter Transformation der Yariabelen genau so, 
wie es a. a. 0. geschah. Zu jeder Klasse von Formenschaaren gehört 
eine gewisse Normaiform, auf welche alle Formenschaaren derselben 
gebracht werden können. Für die Fälle n — 1, 2, 3, 4 ist die Zahl der 
Klassen aus 50 bekannt, man erhält die zu den einzelnen Klassen 
gehörigen Normalformen, indem man daselbst Xofi » f/a/i setzt. Man hat 
daher folgendes Schema: 

Klassen der ordinären Paare qnadratisoher Formen 
von n Yariabelen bei unbesohränkter Transformation 

der Yariabelen im Falle 

a) n — 1. 

b) n -= 2. 

1 rill '^'^10+ <h«i>, '* 

3. [2]: „ ' " '' "' 



^ • Weierstrass, BM 1868, S. 336—886 (Ges. W. Bd. II, 8. 41—42). 
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c) n = 3. 
1. [111]: 



<^i^lO+<h^tO+<h^90f 



Mio+*b4)+*»4)- 

2. [1(11)]: Normalform, wie c) 1, aber a^»a|, h^^h^. 

3. [(111)]: „ ,y c) 1, aber ai — Oi — a,, 

Jj « Jj — Jj. 

■■' 26ia:,o^,i+6,a;|o+^a|o. 
5. [(21)]: Normalform, wie vorstehend, aber o^ — o,, 6i— &,. 

ü. 8. W.* 

67. Sind zwei ordinäre symmetrische Formenschaaren Xj^A + X^B, 
^A + ^B äquivalent, so stimmen die ET ihrer Determinanten über- 
ein (Theorem VIII), und sie sind daher stets auch congruent in dem 
Sinne, dass die eine in die andere durch congruente von X^ \ X^ un- 
abhängige Substitutionen übergeführt werden kann (65). Dieses wichtige 
Ergebniss der Untersuchungen von Weierstrass gilt aber auch, wie 
Eronecker''^ gezeigt hat, für singulare symmetrische Formenschaaren, 
d. h., sind zwei solche Schaaren äquivalent, also die Bedingungen des 
Theorems X erfüllt, dann sind sie auch im angegebenen Sinne con- 
gruent. Dass die für die Aequivalenz im weiteren Sinne nothwendigen 
Bedingungen auch fdr diese engere Art der Aequivalenz zweier ordinären 
oder singulären Schaaren von symmetrischen bilinearen Formen noth- 
wendig sind, ist ja selbstverständlich, „dass sie aber auch hinreichend 
sind, ist von vornherein nicht zu erwarten und ist'^ wie Frobenius 
mit Recht bemerkt,*** „eines der interessantesten Ergebnisse jener Unter- 
suchungen von Weierstrass und Eronecker^. Den iimeren Grund 
dieser Erscheinung hat Frobenius aufgedeckt in seiner für die con- 
gruenten Transformationen fundamentalen Arbeit: Ueber die cogredienten 
Transformationen der bilinearen Formen.t Indem wir nachstehend 
seine ebenso einftithen, als eleganten Ausführungen wiedergeben, er- 
langen wir zugleich das Mittel, die langwierigen und ermüdenden 

* Eilling, Der Flächenbüschel IE. 0., Inaug.-Diss., Berlin 1872. DieNormal- 
formen fSr den Fall ti » 4 findet man an^^ bei Gnndelfinger, HesBe's 
Ramngeometrie, 8. Aufl. (76) Snppl. lY. 

♦♦SB 1890, S. 1875 flg.; 1891, S. 9flg. und S. Z^^g. 

♦♦♦SB 1896, S. 8. 

t S B 1896, S. 7 flg. 
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Eronecker'schen Entwickelungen* yollständig zu umgehen; wir be- 
dienen uns dabei der in § 2 gebrachten symbolischen Rechnung mit 
Formen. 

Die symmetrische bilineare Form yon 2n Yariabelen Ä gehe durch 
die Substitutionen P, Q in die symmetrische Form B über; es sei 
also symbolisch (11) 
(7) B^PÄQ. 

« 

Büdet man hier rechts und links die conjugirten Formen, so kommt (11, 5) 

B - Q'AP', 
da B' — B, Al'-» A Torausgesetzt wurde. Es ist also 

BAq^ Q'APf, 



woraus 

(Q'-^P)A~^A(P'Q-^) 



folgt (12). 

Setzen wir nun 

Q'-^P'=U, P'Q-^-W, 

so haben wir die Gleichungen 

UA^AW, 

TPA - iUA) U'~ (A IT) TT- AU", 

al^mein also, wenn h eine ganze, positive Zahl, 

IPA-Air*] 
daraus folgt, dass fOx eine beliebige ganze Funktion z(I7) von IT (11, 4) 

(8) xm^-^xm 

ist. Wir wollen die Form x(ü) so gewählt denken, dass 

\x(U)\-\-o 

ist. Dann folgt aus (8) 

A-xiiD-'^xm, 

so dass wegen (7) 

B - PxiU)-'Äx(ü)Q 
oder, wenn wir 

Pxm-'-s, xmQ-s 

setzen, 

B^SAB 

wird. Damit nun S und B congruente Substitutionen seien, haben 
sie die Bedingung 5« iJ' zu erfQllen (13), d.h. es muss 

* Nicht nur die a. zuletzt c. 0., sondern auch diejenigen in BM 1874, 
S. 397- 447 (Q. W. Bd. I, S. 424—468). Vergl. § 10. 
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xiU)-Vü 

sein (19). Denken wir umgekehrt unter den Quadratwurzeln aus {7* 
eine bestimmte ausgewählt und bezeichnen diese ganze Funktion von U 
vorübergehend mit F. Unter den Wurzehi von IP ist dann sicher 
eine, die gleich F' ist (19), so dass wir, wenn wir unter yW gerade 
diese ganze Funktion von IT verstehen, 

/ü^'-F' 
oder 1 

r-(P'ö"')« 

setzen dürfen. Dann wird aber für 12-« F'Q oder 

(9) R'AB-'Q'VAV'Q. 

Non gilt aber die Gleichung (8) fOr jede ganze Funktion von 
U, insbesondere also auch für V, d.h. es ist 

VA - AV; 
dadurch geht (9) in 

R'AB^Q'AV'Q^Q'AU'Q 
über, da V* — U' ist Daher wird 

R'AB = Q'AP'Q-^Q = Q'AP' - B, 

B^B'ABi 

nun ist aber |i!| - | F'|-| Q|- ± \ir\*-\Q\ nach Gleich. (35) in 20 

oder es ist . . ^s. 

\B\~±\B\*-\Q\i^±V\P\W\^0, 
d. h. 

16) Kann man eine symmetrische Form Ä in eine ebensolche Form B 
dtMTch irgend zwei Substitutionen P, Q^ deren Modvin nicht NtiU sind, 
transformireny dann Jcann man stets oAAch congruente Substitutionen B', B 
mit nicht verschwindenden Determinanten angeben, wdche A in B über- 
fuhren. 

Das Interessante dabei ist, dass B von den Substitutionen P und 
Q allein abhängt, nicht aber von Ä oder B. Sind daher ^, A^^ ^s? * * * 
mehrere symmetrische Formen derart, dass 



• Ea ist I ü-j«! ^'-1 1 . I P| = 1^«JL^- weder NuU noch unendHch. 
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pä^q, pa,q, pj,ö,... 

ebenfalls symmetrische Formen sind^ so ist 

und somit fQr beliebige X^, Ji^, A,, . . . 

P{X^A^ + X^A^+ X^A^+ "')Q ^ R'{X,A, + X^A^+ X^A^ + '")B. 

Insbesondere hat man fCbr Formenschaaren den Satz: 

17) Sind siwei SchcMren von symmetrischen büineare Formen äqui- 
valent, so sind sie stets auch — im oben angegebenen Sinne — congnierU. 

Damit ist das Weierstrass'sche Resultat auf einem zweiten Wege 
und das Eronecker'sche neu hinzu gewonnen. 

Um die congruenten Transformationen zu finden, welche eine 
ordinäre Schaar XiA + X^B Ton symmetrischen bilinearen Formen in 
eine äquivalente ebensolche Schaar il^A + ^B überführen, mussten bei 
Weierstrass Ton yomherein die ET, also Irrationalii»ten, eingefOhrt 
werden (§ 6 u. 65). Bei der eben geschilderten Methode von 
Frobenius liegt die Sache anders. Man kann nämlich zunächst auf 
rationaiem Wege aus den Eoefficienten der Grundformen der äqui- 
valenten Schaaren XiA + X^^B und A^ A + A, B Substitutionen P, Q be- 
rechnen, welche J. in A, JB in B überführen (39); aus diesen Sub- 
stitutionen werden dann, wie vorstehend beschrieben, congruente Sub- 
stitutionen 12', B berechnet. Bei der Bestinmiung von B muss eine 
algebraische Gleichung gelöst werden (18, 19), es sind also auch hier 
naturgemäss Irrationalitäten unvermeidlich, aber der besondere Yor- 
theil der hier entwickelten Methode besteht darin, dass diese un- 
umgänglichen irrationalen Operationen erst am Schlüsse der ganzen 
Rechnung auszuführen sind.* 

Aus Theorem YIII in Verbindung mit dem Satze 17) folgert man 
direkt — ohne eine reducirte Schaar zu Hilfe zu nehmen — das 
Theorem XII. (VergL den Beweisgang in 65.) 

Nunmehr soll der Satz 17 für die singulären Schaaren qua- 
dratischer Formen in Anwendung kommen. 

68. Wir denken uns nun bei der B.eduktion einer singulären 
Schaar in § 8 eine symmetrische Schaar X^q) + X^tj; zu Grunde gelegt. 
Der Bang ihrer Determinante sei wieder r. Die n — r Minimalgrad- 
zahlen mi stimmen mit den n — r Minimalgradzahlen m«- überein (63). 
Jeder elementaren Schaar (21) in der reducirten Schaar ist daher eine 
elementare Schaar (23) zugeordnet, wenn wir m« » m«, also «2 = ^ 
nehmen. Betrachten wir zwei derart zusammengehörige Theilschaaren 

• Frobenius, 1. c.S. 9. 
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zweiter Art, so haben dieselben^ wenn wir den Index x als momentan 
überflüssig weglassen, und m« für ej — 1 » iS — * 1 schreiben, die Gestalt 

Ai(zjn+z?n-i+---+Ä_ir?)+A,(x8n-i+x?n~2+---+xs^^ 

Wir betrachten nun die Summe dieser beiden Schaaren; sie ist von 
2m + 1 Yariabelen X und ebensoviel Variabelen T abhängig; ihr 
Eoefficientensystem ist vom Kange 2m (22, Satz d, 59) und besitzt 
keine ET (Theorem YII, 59). Diese Summe bleibt femer tmgeändert, 
wenn man die im Folgenden unter einander stehenden Yariabelen 

-^^O) • • • "^^-mp ^*"07 • • • ^^tny 

r'^0 yo yo yo 

0^ • • • "^mp 0} * ' ' "* n» 

« 

yertauschi Analoges gilt für je zwei andere zusammengehörige 
Theilschaaren zweiter Art. Die Theilschaaren (25) erster Art aber 
bleiben bez. ungeändert, wenn man X^^ und Ya^ vertauscht. Us wird 
also die reducirte Schaar symmetrisch, wobei X2^ und Ji?/«, X«^ und 
YSß} ^afi und Yaß bez. als zusammengehörige Yariabele zu betrachten 
sind. Nach tmserem Satze 17) kann man also die singulare symmetrische 
Schaar in ihre reducirte Schaar durch congruente von X^ \ X^ unabhängige 
Substitutionen überfuhren, deren Moduln nicht Null sind. 

Da hier femer m '^nii, also tiS ^^n^ ist (S. 110), so ergiebt sich 
wegen na ^2 Ca die CReichung (30) als 

2^nÜ + 2^ea - 2n 

oder '--' ^=' 

(10) w? + wj +.-. + w? + Ci + ci +•• • + «!>«= n, 

wo < = n — r. 

69. Es sei jetzt eine singulare Schaar quadratischer Formen 
X^Ä + X^B von n Yariabelen a^, x^,- - - Xn gegeben, r der Rang ihrer 
Determinante, n — t = t] m^, m^, . , . mt seien die Minimalgradzahlen 
dieser Schaar und 

(aaX^ + baX;)'^ (<y«l, 2,.;.p) 

die ET ihres Eoefficientensystems: Alsdann besitzt, wenn, wie in 63, 
Pa die Polarform von Ä u. s. w., die singulare symmetrische Schaar 
Xj^Pa + X^Pb von bilinearen Formen die Minimalgradzahlen 

und ihr Eoefficientensystem die eben aufgefOhrten ET (S. 119—120); die 
Eronecker'sche reducirte Schaar ist dann ebenfalls symmetrisch, und 
man kann X^Pa + X^Pb in dieselbe durch congmente Transformationen 

Muth, Elementartheiler. 9 
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iCy R für die Xi bez. yi überf&hren, die so beschaffen sind^ dass die 
X2/4I ^/«, Xa/i bez. dieselben Funktionen der ic,-, wie die JJ^, TJ^, 
Tofi der y^ werden (68). Lassen wir jetzt y< mit Xi (t «- 1, 2, . . . n) 
zusammenfallen, so stimmt jedes Y mit dem entsprechenden X überein, 
Pa geht in Äy Pi, geht in JB und die reducirte Schaar in eine Schaar 
Yon quadratischen Formen der Yariabelen X über, die wir mit 
^1 A + ^t, B bezeichnen wollen. Die . gegebene Schaar X^A + X^^ '^^^ 
quadratischen Formen kann also durch eine lineare, von A^ll, unabhängige 
Substitution ü' in diese Schaar ^^A + ^L^B transformirt werden, deren 
Gestalt wir uns jetzt näher betrachten wollen. 

Lassen wir in der angegebenen Weise die T mit den X zusammen- 
fallen, so erhält man aus einer Theilschaar (20) in 59 eine Schaar 
erster Art 

{Ta^^ (y^aa {XaXa),, - Ä V(XaX^),^«i) 

(11) /ti X 

I + ^2 [^^o iXaXa)., + g ^{XaXa^^^y 

die Eonstanten g\h sind willkürlich, aber so gewählt, dass der grösste 
gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten t*^ Grades von 
\l^Ä + k^B\ nicht Null wird för A^ — ^, A, — Ä, die Verhältnissgrossen 
aa I ha 80 bestimmt, dass ^^^ + 6^Ä = 1 

ist. 

Die Theilschaaren zweiter Art ziehen sich paarweise zu Schaaren 

eweiter Art 

T2-Ai(x;,^.^^-.,+...+x;,«,x!>o+x2oX;.«^ +...+^.«^_,xjo 

+ ^2(X2oXJ.TO^— iH hXJ,«,j^iXJo+XJoXj,m^-i+"«+XS,m^— iXJo) 

oder 

(12)i;-;i22^A*^-+^22^2XJ,^^iXS,(fi-l,2,...m«;f* + v-w,) 

zusammen (vergl. 68); Hf« ist grosser als Null. 
/ Fassen wir die seitherigen Ergebnisse kurz zusammen: 

Sind f}?^, füg, . . . nif die zu einer singulären Schaar k^A-^- X^B von 
quadratischen Formen von n Yariabelen gehörigen Minimalgradzahlen, 

sind ferner (oA + 6aA,)'«' (<» - 1, 2, . . . p) 

die sämmtlichen Elementartheiler ihres Eoefficientensystems, so kann 
man dieselbe in eine äquivalente Schaar 

(13) B-^TS+^r» 

«=1 a— 1 

umformen, wo für m« «- 0, T2 =» zu setzen ist, wo femer die 
Eonstanten g\'h willkürlich, aber so gewählt sind, dass der grosste 
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gemeinsame Theiler aller Determinanten (w — < «= r)^^ Grades des 
Eoefficientensystems von l^Ä + X^B für 

nicht Null wird, und die Yerhaltnissgrossen aa\ba der Gleichung 

Ocff + hah =- 1 (<y = 1, 2, . . .p) 
entsprechend gewählt sind * 

Da die Schaar i^Pa + l^Pb die Minimalgradzahlen 

wo mn'^fhjtj besitzt und ihr Eoefficientensystem dieselben ET^ wie 
das der Schaar Ii^A-\-X^B (63) ^ so besteht nach Gleichung (10) in 
68, wenn wir 

(14) ti2-2i», + l (x«l,2,...0 
setzen, die Gleichung 

(15) «? + «8 + • • • + n? + ci + C2 + • • • + Cp « «.** 

Wir bezeichnen die durch (14) definirten ungeraden Zahlen als die 
Eronecker'schen Invarianten der singularen Schaar von quadratischen 
Formen X^A + X^B (des Formenpaares A^ B)-^ den Elammerausdruck 

[K, nS,...n?} (e„...)...(e.,...)] 
(vergl. 62) nennen wir die Charakteristik der singularen Schaar qua- 
dratischer Formen X^A + k^B (des singularen Formenpaares A^ B), 
Eine singulare Schaar quadratischer Formen ist dann tmd nur cUmn 
irredücibd, wenn sie eine einzige Kronecker^sche Invariante, ihr Kaeffir 
cientensystem aber Iceinen ET besitzt. 

Das Auftreten yon a Eronecker'schen Invarianten n »1 besagt, 
dass die Schaar 12 nur von n — a Yariabelen X abhängt; eine Schaar 
^ in 22 hängt von ni Yariabelen X ab (68), eine Schaar Ta von 6^; 
hieraus erschliesst man direckt die Richtigkeit der Gleichung (15). 

Tritt bei geradem n nur eine Zahl nS auf, so kann diese höchstens 
gleich n — 1 sein, und es tritt dann noch ein ET auf; man hat 

«J=n — l«2f»i + l, 
n-2 

Tritt bei ungeradem n nur eine Zahl n^, auf, so ist diese höchstens 
gleich n, in welchem Falle kein ET auftritt; man hat dann 

nj«n = 2iwi+ 1, 
n-l 



IM 



1 2 



* Kronecker, SB 1891, S. 34—86. 
*• Kronecker, 1. c. S. 41. 

9 



132 § 9. 69-70. 

Eine Theilschaar Ti zweiter Art der zerlegbaren Schaar R ist 
Yon 2nhe + l Yariabelen X abhängige ibr Bang ist 2mje, also sind die 
Ableitungen derselben nach den X durch eine Gleichung yerknüpft, 
die in All Aj vom Grade m« ist; ET besitzt das Eoefficientensystem von 
Ti keine. Dieses entnimmt man unmittelbar aus 59, wenn man vorher 
zur Polarform von I^ übergeht. Die Schaar 2^ ist mithin eine 
elementare Schaar; das Gleiche gilt von jeder Theilschaar T^ in 2Z 
(48; Schluss). Also ist R eine reducirte Schawr von quadratischen 
Formen. 

70. Stimmen fQr zwei singulare Schaaren von quadratischen Formen, 
die Ton je n Yariabelen abhängen , die Minimalgradzahlen fM^, nt,; . . . m« 
und die ET {aaX^ + ha^*^ (<T =» 1, 2, . . .^) ihrer Koefficientensysteme 
überein ; so sind dieselben zu einer und derselben reducirten Schaar R 
äquivalent (69) ^ mithin auch unter sich. Also: 

XIV. Zwei von gleichvielen Variabelen abhängige singulare 
Schaaren von quadratischen Formen sind dann und 
nur dann äquivalent^ wenn die Minimalgradzahlen der- 
selben und die Elementartheiler ihrer Koefficienten- 
systeme übereinstimmen.* 

Wählt man bei der Bildung einer singulären^ von n Yariabelen- 
paaren abhängigen Schaar, welche vorgeschriebene Invarianten 

4, 74, {aoK + hohy' 
besitzt (S. 111 — 112), die Zahlen n% und tiS so, dass 

also -'-< 

(16) w?+w8+--- + n? + eiH-ei + ... + Cp = n 

tvird, so erhält man eine symmetrische Schaar R (68); durch Ueber- 
gang von R zu einer Schaar quadratischer Formen (indem man 

u. s. w. werden lässt) erhält man alsdann eine Schaar, welche von 
n Yariabelen abhängt, singulär ist und die Minimalgradzahlen m^, ... m« 
besitzt, deren Eoefficientensystem femer 

(aaXi + boX^yo (<y « 1, 2, . . . 1?) 
zu ETn hat. Also: 

Man denke sich die Gleichung (16) in positiven, ungeraden 

Zahlen ni und in positiven Zahlen ea gelöst; dabei müssen die Zahlen ni 

wirklich auftreten, während die Zahlen ea in einer Losung fehlen 

dürfen. Ist dann durch die Zahlen 



* Kronecker, SB1891, S. 38 flg. Die Transformationen , welche eine singulare 
Schaar in eine äquivalente überfuhren, bestimmt man nach 88 und 67. 
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eine solche Lösung der Gleichung (16) gegeben^ und man bestimmt 
zu diesen Zahlen n« durch die Gleichungen 

nS-2mx + l (x-l,2,...0 
neue Zahlen fn^f m^, . . .mt^ wählt dann in (13) S. 130 fdr die mx, ea 

diese Zahlen 

m^y mj, . . . ntt, e^, ^9 • • • ^9 

setzt f&r m« » dabei TS^ 0, wählt femer die Eonstanten g\hy aa\ha 
beliebig; aber so, dass 

gaa+hba^O (<y = 1, 2, . . .|>) 

ist; so besitzt diese Schaar (13) quadratischer Formen von n Yariabelen 

die Minimalinradzahlen ^ ^ ^ 

^ fnif fn^f . . . fnt 

und ihr Eoefficientensystem die ET 

(aali + baX^y<' (if = l,2,...i>). 
Mit anderen Worten: 

XY. Man kann bei gegebenem n singulare von n Yariabelen 
abhängige Schaaren quadratischer Formen bilden, 
welche vorgeschriebene Minimalgradzahlen haben und 
deren Eoefficientensysteme vorgeschriebene Ele- 
mentartheiler besitzen. 

Auf Grund dieses Theorems Massificirt man die singulären 
Schaaren (Paare) quadratischer Formen, die von gleichvielen Yariabelen 
abhängen; in der wiederholt beschriebenen Weise (49; 62). Was die 
Aufstellung der zu den einzelnen Elassen gehörigen Normalformen 
anbelangt; so gelten hier analoge Bemerkungen; wie S. 114—115« Für 
n»l; 2; 3; 4 köuneu wir die Normalformen direkt aus 62 ent- 
nehmen; indem wir die tBntstehung der reducirten Schaar R dieses 
Paragraphen aus der gleichbenannten in § 8 im Auge behalten. Wir 
finden so folgende 

Klassen der singulären Paare quadratischer Formen 
von n Yariabelen bei nnbesohiünlrter Transformation 

der Yariabelen im Falle 

a) n == 1. 
1. {!}: o! 



1- [{1)1] 
2. {11} 



b) n - 2. 

Die Normalfonnen sind identisch mit denjenigen ftlr 
die Formenpaare, die von je einer Yariabelen abhängen 
l(66,a), 1, 70,a), 1). 
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1 (3). "^^^"^ö' 

^•^10**'10' 



2. [{i}ii] 

3. [{i}(u)] 

4. [{1}2] 

5. [{11} il 

6. {111} J 



Die Normalformen sind identisch mit denjenigen fär 
die Klassen von Formenpaaren^ die von je zwei Yariabelen 
abhängen^ und zwar stimmen die Normalformen fOr die 
linksstehenden Klassen 2 — 6 der Reihe nach bez. mit 
denjenigen ftlr die Klassen mit den Charakteristiken [li], 
[{11}], [2], [{l}i], {11} überein. 



2ä5i^o + ^^o> 

2. {31}, 3. [{i}iii], 4. [{i}(ii)i], 5. [{i}(iii)L 6. [{i}2i], 7. [{i}(2i)], 
8. [{i}3], 9.[{ii}ii], 10.[{ii}(ii)], ll.[{ii}2], 12.[{iii}i], 13.(1111}. 

Die Normalformen dieser letzten 12 Klassen sind identisch mit den- 
jenigen für die Klassen von Formenpaaren, die von je drei Yariabelen 
abhängen, und zwar stimmen dieselben der Reihe nach mit denen för 
die Klassen mit den Charakteristiken {s}, [iii], u s.w. überein. 

Nachdem wir unter I die Hauptfragen über die BeduMion, Aequi- 
voHenz und Klassifikation der Schaaren quadratischer Formern dadurch 
beantwortet haben, dass wir von Schaaren bilinearer Formen all- 
gemeiner Art zu solchen mit syrnmetrischen Grundformen und dann zu 
Schaaren quadratischer Formen übergingen, wollen wir uns nachstehend 
mit Formenschaaren beschäftigen, welche entweder eine symmdrische 
und eine aUemirende oder zwei aUemirende Grwndformen besitzen. 

n. 

71. Der Satz 16 in 67 gilt nicht blos für symmetrische, sondern 
auch für altemirende Formen. Denn sind daselbst A und B alter* 
nirende Formen, so folgt aus der symbolischen Gleichung (7) 

B^PAQ 

od« -B-«'c-4)r 

B^Q'AP\ 

wie in 67; daher bleiben auch die weiteren Entwickelungen daselbst 
für alternirende Formen giltig. — Sind also A^, -4^, A^y . , . mehrere 

• Killing, a. S. 190 u.O.; ClebBch-Lindemann, Vorl. u. Geom. Leipzig (91) 
Bd. n S. 236. Der strenge Nachweis für die Vollständigkeit der daselbst auf- 
gestellten Paare wird erst durch die citirten Arbeiten Kronecker 's in SB 1890 
und 1891 erbracht. 
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iheils symmetrische^ tlieils altemirende Formen^ und gehen diese 
Formen durch dieselben Substitutionen P, Q in Formen PA^ Q, PA^ Q, 
PA^ Qj... über^ die ebenfalls symmetrisch bez. altemirend sind^ so kann 
man Substitutionen iZ',i2 berechnen derart, dass bei beliebigen Werthen 
von Jl|, X^y A3, . . . symbolisch 

ist. Insbesondere hat man den Satz über Formenschaaren: 

18) Sind 0wei äquivalente Formenschaaren k^A^ + 'Is-^ar ^1 Bi + ^P^ 
beide symmetrisch oder beide altemirend*, oder sind ihnen A^ und B^ 
symmetrische, A^ und B^ altemirende Formen**, so sind die Schaaren 
stets auch — im 8. 125 angegebenen Sinne — congruent. 

Diesen wichtigen Satz brauchen wir zur Ableitung eines Fundamental- 
satzes über congruente Formen in § 10, woselbst auch das nun zu 
beweisende Theorem XYII über die ET des Eoefficientensystems einer 
Schaar X^A + X^B bei symmetrischem A und altemirendem B zur 
Anwendung gelangt. Der Beweis dieses Theorems XYII stützt sich 
auf einen von Stickelberger gefundenen Satz, der an dieser Stelle ge- 
geben werden möge. Wir bedienen uns im Folgenden wieder der 
symbolischen Rechnung mit Formen (§ 2). 

Der Satz von Stickelberger lautet so: 

XVI. Sind A und B zwei bilineare Formen von je 2n 
Yariabelen Xi,...Xnf yi^'-Vn, ist die Determinante 
IXA — B] nicht identisch Null und A«c eine Wurzel 
der Gleichung | XA — JB | = 0, sind ferner 

a-c)S (A-.c>,... 

die sämmtlichen zur Basis X — c gehörenden Elementar- 
theiler von \XA^B\ nach abnehmender Grösse der 
Exponenten geordnet, und man entwickelt (X-4. -—£)""* 
nach steigenden Potenzen von X — c, so beginnt die 
Entwickelung mit einem Gliede von der Gestalt 

(16) H{X-c)'-\ 

wo H eine bilineare Form bedeutet; ist der Bang 
von \H\ gleich r, so ist 

ei — ei « • • • = 6r > ^+1.*** 

♦ FrobeniuB, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S. 168; SB 1896, S. 18— 14. 

** In diesem Falle kann man Satz 18) auch aus einem Satze von Eronecker 
folgern, den wir in § 10 beweisen werden (vergl. daselbst Satz 19). 

*** Stickelberger, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S.20flg., Satz Vm. Obiger 
Beweis rührt her von Frobenius, Briefliche Mittheilung vom 21, Juni 1898. 
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Beweis. Dass die Entwickelung von (X-4. — JB)— ^ mit einem Gliede 
von der Gestalt (16) beginnt, ergiebt sich aus der Definition der ET 
und Gleichung (7) in 6.* Setzen wir nun 

so ist (symbolisch) 



Der Bang von | (7»-^ | ist gleich Eins. 

Es seien jetzt a, t, c . . . ganze positive Zahlen (> 0), sei femer 

a + b + €-] ^8^n 



und 



Cj — O^a + ft + iya + ft + a + a?a + 64-«ya+6 + 8H 1" a?a+6+o— ij^a + ft+c, 



(17) 



E, 



^yi + ^jyjH- +Xaya, 

Xa-\-iya + l+ Xa + %ya + i+ + Xa^bya + b, 

Xa^b-^iya + b + 1 + a;« + ft + 2ya + 6 + 2H h i^a + ft + c ^a + Ä + c* 



imd zwar werde Ct-^O gesetzt; wenn Ek nur aus einem Gliede x,y< 
besteht. Femer bedeute C^ eine bilineare Form der Yariabelen 

welche nicht in E^^ E^^ E^y . . . auftreten; diese sei ganz beliebig, 
aber so gewählt, dass | (^^ | ^ ist* Endlich sei noch 

wenn s^n ist, denken wir Cq » J?^ » gesetzt. Man hat die Gleichung 

(18) E^E^ + E^+'" + Eq. 

1. Wir betrachten jetzt die specidle Form 

(19) 5-Ci+C,+ ... + <7o 

und nehmen weiter spedeU A^E, Die Form XE — B ist dann eine 
in die Theile 



♦ Vergl. auch Artikel 42. 
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XEi — Cj, XE^ — C^f . . . XEq — Cq 

zerlegbare. Die ET Yon\XE^—Ci\, l^-^f-Cil; l^l-^s- t/»!;--- sind 
bez. A*», A*, A<^, . . .; | AJE^ — C^ | besitzt keinen zur Basis X gehörigen ET, 
da I Co 14=0 ist. Also sind A«, X\ X%... die ET von |XJE — JB| in 
Bezug auf die Basis X (Theorem Y in 33, 34 Schluss). Nach 22 ist 
ferner 

(20) B'^Cl+Cl+'" + Cl, JB8-CJ+CI+--- + CS,... 

Wenn wir nun, was gestattet ist, voraussetzen, dass a ^ 6 ^ c ^ . . . 
ist, so ist nach dem zu Anfang des Beweises Ausgeführten 

Cto^^C« 0, 

und somit wegen (20) 

(21) J?« « C«, -B«+^ - Q+S 

Femer hat man nach (29) in 17 






a— 1 



6—1 



2 rtc--l 



•2?j j^ Cj j^ Cg , , Cj 



(XE,-C,)-^^^ + ^ + ^+-- + 



Durch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich mit Rücksicht auf 
(18), (19), (20) und (21) 

{XE,-^ O-^+iXE, - C,)-i+ ... + (XE,-- Co)-^ 

Nun ist aber nach (29) in 17 

(iJ&-JB)-^-f + ^ + ^* + - 
und somit 

(22) {XE, - (7,)-^+ (XE, ^ C,)-i + . . . + (X-Bo - Co)-^ - (X JE- B)-^ 
Femer wird, da a^ft^c^.-- vorausgesetzt wird, nach (16) 
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Sind daher die r ersten Zahlen a, &, c, ^JeicA und grosser als die 

(r + 1)**, so wird nach Gleichung (22), wenn jedes Glied links nach 
steigenden Potenzen von X entwickelt wird, 

Jeder Theil der zerlegbaren Form J7 hat eine Determinante vom Range 1 
(siehe oben); daher ist \S.\ vom Range r; ist umgekehrt \'H\ vom 
Range r, so müssen die r ersten Zahlen a, &, c, . . . gleich und grösser 
als die (r + !)*• sein. Damit ist unser Satz X VI für A^Ey das durch 
(19) definirte B und für die Basis X bewiesen. 

2. Nun sei allgemeiner m XA — B 

M|4=0, |B1=0; 
zur Basis X sollen die ET 

1 a 16 je 

von \XA — B\ gehören, wo öp ^ 6 ^ c ^ • • •; wählen wir nun oben die 
Form Cq so, dass die ET von \XEq^ Cq\ mit den nicht zur Basis X 
gehörigen ETn von XA— B übereinstimmen, was wir nach dem 
Theoreme IX stets können,* wählen wir femer oben für a, 6, c, . . . 
diese Zahlen a, &, c^ . . .j so besitzt die Determinante \XE-'B\j wo 

dieselben ET, wie \XA-'B\ (Theorem V); es giebt daher nach 
Theorem VIII lineare Substitutionen P, Q^ deren Koefficienten von X 
unabhängig sind, derart, dass 

XE-B^P{XA-B)Q 
ist; hieraus folgt nach Gleich. (20) in 12 

{XE^By^ ^ Q-^^^XA- Byp-'^ 
oder, wenn 

|+...-ö-(f+...)p-; 
hieraus folgt aber, da 6"^, P-^ von X unabhängige Formen sind, 

Da I Q—^ I und | P~^ | von Null verschiedene Determinanten sind, so ist 
H\ vom selben Range, wie |J2"| (vergl. Art. 24). Ist daher |-ff| vom 



• Denn setzt man im Theoreme A^ = A, ;i, = — 1 , a^ = 1 , ft^ =s ca , ^ = 1 , Ä = 0, 
80 besagt dasselbe, dass | XA— B | die ET (i — Ca)*^ (ff = 1 , 2, . . . w) besitzt; die 

Form A ist aber von der Gestalt x^Vi-V^ViA |-^/«y»i wie sich durch passende 

Umbezeichnung der Z^^, T^^ ergiebt (77). 
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Range r, so ist auch { JBTI vom Bange r, \ XE—.B] hat den ET >l'> genau 
rmal nach dem oben unter 1. Gezeigten^ und somit hat auch | XÄ—B\ 
diesen ETA" genau r-maL Damit ist Theorem XVIa/uck für 1 4 1 + 0, 
I J? I "" wnd die Basis X "bewiesen. 

3. Nun sei endlich \XA — B\ =|e 0; und zur Basis (>l — c) mögen 
die ET (X — c)«^, {X — c)^, . . . gehören, wo 

sei. Femer sei 

(23) {XA-B)-^ = H{X - c)-^ + J{X - c)— 1+^ + • • • 

und \H\ vom Bange r. Ist dann A — ^ keine Wurzel der Gleichung 

und wir setzen (37) 

(24) ^-« + ^ 
oder 

(25) . -l'- tE^' 
SO wird 

XA^B^:^[}!{gA-B)--{cA--B)\, 

oder für _ _ 

gA-B^A, cA-B^B, 



XA-B^jr^{X'A-B), 



Wir führen nun in (23) die Substitution (24) für X aus. Dann er- 
halten wir, da in Folge der letzten Gleichung 



{XA-B)-^ - (l>A-B)-^(j^) - (A'^-B)(A'- 1) 
^y - - TT 

(a'-i)(a'^-:b)-^-(^.a'-.(i-a')" + --; 

entwickelt man daher (Jl'jl — JB)"~^ nach steigenden Potenzen von X\ 
so hat diese Entwickelung die Gestalt 

a'l-5)---(^A'-.+... 

Die Determinante \3i! A — B\ besitzt die zur Basis X^ gehörigen ET 

(37), wobei Ci^eg^Cj^---, \A\ ist nicht Null, aber |jB|, der Bang 
von |f I ist gleich r; daher ist nach dem oben unter 2) Bewiesenen 

Damit ist das Theorem XTJ allgemein "bewiesen. 
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72. Wir wenden uns nun zum Beweise des schon erwähnten 
Theorems XVII von Kronecker:* 

XYIL Ist S eine symmetrische, Teine alternirende bilineare 
Form Yon 2n Yariabelen, so treten im Koefficienten- 
Systeme von Xj^S+X^T die Elementartheiler von der 
Gestalt Af* und AJ*+^ stets paarweise auf. 

1. Sei I T| — 0, aber zunächst | A^iS + A,T| =^ 0. Die zur Basis 
A^ gehörenden ET der Determinante \X^S + l^T] mögen die Exponenten 
^1« c«j • • • haben, wo ^ ^ 

sei. Dann besitzt die Determinante IXS— T\ die ET X\ X% . . . (37). 
Nach steigenden Potenzen von X entwickelt sei 

(26) (X8 - I)-i = 5A— * + . . . 

Geht man rechts und links zur conjugirten Form über, so wird mit 
Bücksicht auf Gleichung (18) in 12 

(A5 + T)-i-fl'A-*» + ...; 

setzt man hierin aber il — — A, so erhält man 

(27) (X8 - T)-i - fl^ A— . (- !>»+! + • • • 

Aus (26) und (27) folgt 

S'-(- 1)^+1 Ä 

Ist daher e^ gerade, so ist H'^ — H, H also alternirend, der Bang 
r von \H\ eine gerade Zahl (9, Satz c); es ist aber 

nach Theorem XVL Also träen die ET A? von \XiS + X^I \ in 
gerader ZaM auf. Es ist noch nachzuweisen^ dass auch die übrigen 
zur Basis A| gehörenden ET von der Gestalt Xl" paarweise auftreten. 
Dieser Nachweis wird gleich erbracht werden, vorher sei 

2. |iSf|-=0, |AiiS+A,r 1=1=0, und die zur Basis A, gehörenden 
ET gleich A}, AJ«, . . ., wo e^ > €, > • •• Dann besitzt | AT - 5 1 die 
ET A'', A% . . .; man hat analog 1) 

(AT-iS)-i ^H X-^+'"j 

(AT- iSf)'-i-ir'A— *+..., 

(-AT-iS)-i -5'A-'i+... 

(AT-fif)-^ -5' A— »(-!)% 

fl' = (-l)'«Ä 

• Kronecker, BM1874, S.441 (G.W.Bd.I, S.477). Vergl. auch Stickel- 
berger, Crelle's Joum. (79) Bd. 86, S.42— 43. Obigen Beweis gab Frobenius 
(Briefliche MiUheüung vom 2h Jimi 1898). 



Symmetrische und alteniirende Formen. X41 

Ist daher e^ ungerade, so ist H altemirend, | H \ von geradem Range 
r\ also wegen Theorem XYI 

€i = Cj — • • • — Cr > ßr+l, 

WO r eine gerade Zahl. Also treten die ET AJi von |A^5 + A,7| m 
gerader ZoM auf. Auch hier ist der Nachweis zu erbringen, dass 
auch die übrigen ET von der Gestalt A|''+^ stets paarweise auftreten. 

3. Wir sahen unter 1) und 2), dass bei geradem e^ (ungeradem e^ 
neben jedem ET Af (AJ) von |Aiig + A,T| ein zweiter ET AJ (Aj) 
auftritt. Es fragte sich, ob alle ET von der Gestalt AJ« und A|*+i 
paarweise auftreten. Dieses ist der Fall und zwar auch dann, wenn 
|AiS + A,r| = ist. 

Sei, wie bisher S'^S^T T, aber | A^S + A, T| = und r der 

Rang dieser Determinante; ^ sei eine positive ganze Zahl < r; der 
grösste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten q^^ Grades von 
I AiiS+ AjTI enthalte A^ zur Potenz l^ (Bezeichnung also jetzt wieder, 
wie in 4 flg.), sei femer 

so dass also jetzt 

ist. Wir seteen nun voraus, dass für ein q < r — 1 die Ungleichung 

e^+i > eg 

besteht, und zeigen, dass es alsdann eine in Bezug auf A^ reguläre 
Haujitumterdeterminante q^ Grades von {X^S + X^T\ giebt. 

Bezeichnen wir nämlich, wie in 4 flg., die Determinante \Xi8 + X^T\ 
mit \aik\ und verstehen in 9 unter Q und R speciell zwei Deter- 
minanten Q*^ Grades 

ö — I «*» I (3« - ^, ^, • • • ^q] V — i/i, v„ . . . v^), 

B^\af,x\ (ft ■- Vi, V2> • • • ^p5 ^ ■= *n ^}'"^q) 
des Systems der an, dann wird daselbst 
P- 

P und 8 sind also dann Hauptunterdeterminanten. Nun sei Q in Bezug 
auf Xj^ regulär, enthalte also A^ genau zur Potenz l^] dann gilt das 
Gleiche von B, da 6 in JS übergeht, wenn man in ihm — A, ftlr A, 
setzt. Nach a) in 9 muss aber A^ mindestens in der Potenz Iq^i + I^j^i 

in PS-QB 

auftreten, wobei wegen e^+i > e^ 

ist. Man kann also ^e+i+ k-^ > ^k 



(i*l 


(x =» Xj, »2, . . . x^; 


A « Xi, Xj, . . . x^J, 


Ct/ir 


(f*«vi, V2,...v^; 


V ■= Vi, v„ . . . 1/^); 



* Wo nicht alle Zahlen lg Null seien. 
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QR^PS + XI'q-^'U 

setzen, wo « > und ü nicht durch X^ theilbar ist. Wäre nun P 
oder S nicht regulär, so wäre die rechte Seite der letzten Gleichung 
durch eine höhere Potenz , als die 21^^ Potenz von X^ theilbar; die 
linke aber ist nur durch die 21^^ theilbar; daher ist sowohl R sIb 8 
regulär. — Es giebt femer stets eine in Bezug cmf X^ reguläre HoMpt- 
unterdetermincmte r*^ Grades. Denn setzt man Torstehend in P, Q, 
B,S p - r, 

so wird P5» QR (9, b); ist daher Q und damit auch R regulär, so 
sind auch P und S regulär. 

Es sei nun R eine in Bezug auf X^ reguläre Hauptunterdeterminante 
r**" Grades des Systems von X^S + X^T] die bilineare Form, deren 
Determinante R ist, wollen wir mit Xi8q+ X^Iq bezeichnen. Alsdann 
ist Sq symmetrisch, T^ altemirend. Die ET von R in Bezug auf die 
Basis Xi sind identisch mit denen des Koefficientensystems von 
Xj^S+X^T in Bezug auf diese Basis X^ (6, d), d. h. jß besitzt die ET 
X{% Xi''-'\. . . Ist daher er eine gerade Zahl, so tritt nach 1) oben 
der ET Xl^ in gerader Zahl auf. Es ist also dann 

er = ^—1 «•••=» e^+i > Cqj 
wo r — Q eine gerade Zahl vorstellt. Wegen eg+i>e^ existirt nun 
aber wieder eine reguläre Hauptunterdeterminante q*^ Grades, und 
die Anwendung der eben aufgefElhrten Schlussweise zeigt, dass bei 
geradem 6^ die Anzahl der ET Jli^ eine gerade ist. IT. s.w. 

Ganz analog beweist man mittelst 2. oben, dass die ET von der 
Gestalt X|'^+^ stets paarweise auftreten. Damit ist denn unser 
Theorem XVII vollständig betviesen.* Gehen wir nunmehr zur An- 
wendung der Sätze 18 und XYH über. 

§ 10. Congrnente Formen. 

73. Geht eine bilineare Form Ä durch die congruenten linearen 
Substitutionen R\ R in eine Form B über, ist abo symbolisch (13) 

B - RAR, 
dann geht durch dieselben Substitutionen die zu Ä conjugirte Form A' 
in die zu B conjugirte Form B' über, d. h. es ist 
B'^R^A'R. 

* Sind 8 und T altemirende Formen, so treten die ET des Systems von 
I ^i^~l~^^l Biets paarweise auf und die Minimalgradzahlen m^ und m. stimmen, 
wenn \X^8-\-l^T\'=0 ist, überein. Man kann femer Formenschaaren mit alter- 
nirenden Grundformen bilden, welche im angegebenen Sinne vorgeschriebene 
Ero necke rasche undWeierstrass'sche Invarianten besitzen. Vergl. Frobenius, 
Crelle's Joum.(79)Bd.86, S.20flg. §7u.§13. E.v.Weber,Münch. Berichte vonl898, 
8. 869 flg. 
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Man hat also dann für beliebige Werthe von >li | A^ 

d. k die Formenschaaren X^A^ X^A' und X^B + X^B' sind äquivalent. 
Die Aequivalenz der Schaaren X^A + X^A^ und Xj^B + X^B' ist also 
eine nothwendige Bedingung für die Gongruenz der Formen A und £; 
dass sie auch die hinreichende Bedingung hierfür ist^ das ist eines der 
wichtigsten Ergebnisse der Kroneckei^'schen Arbeit: ^^üeber die 
congruenten Transformationen der bilinearen Formen"* Wir leiten 
mittelst des Satzes 18) in 71 dasselbe mit Leichtigkeit her.** 

Ist nämlich ^' zu Ay B' zu B conjugirt, und sind die Schaaren 
X^A + X^A' und X^B + X^B' äquivalent, so besteht fär zwei von 
X^\X^ unabhängige Formen P, Q^ wo |PH=0, |Ö|4=0 ist, die 
symbolische Gleichung 

(1) X,B + A, J5' = P{X,A + X,A') Q. 
Nun setze man ^ + a^^A,, A-A^^A,, 

B + B'^B,, B-B'^B.. 

Es ist '' ' 

Da die Gleichung (1) f&r beliebige Werthe von X^\X^ gilt, so folgt 
aus ihr für >li =» 1, A, -= 1 bez. Aj = 1, A, =- — 1 

und hieraus weiter 

x,B, + x,B^ « P(Ai Ji + x^a;) Q. 

Die Schaaren X^A^-^- X^A^ und X^B^^-^- X^B^ sind äquivalent, A^ und 
B^ sind symmetrische, A^ und B^ altemirende Formen; daher giebt 
es nach Satz 18) eine Substitution 12 derart, dass 

B^^NA^B, B^^B'A^R 
ist. Man hat also fQr beliebige A^ | X^ 

(2) X,B,+ X^B,^ B' {X,A,+ X,A;)B, 

mithin, da A + A^ ^ a -Pi+^t ^ -o 

2 "" ' 2 "^ 

ist, für Ai = Aj - 1 in (2) ■g _ jjr^ji. 

Also gilt in der That der Satz: 

XVin. Zwei bilineare Formen A und JB, die von gleichvielen 
Yariabelenpaaren abhängen, sind dann und nur dann 
congruent, wenn die Schaaren X^A ■\- T^A^ und 
AjP + AajB' äquivalent sind, wo A\ jB' die zu A bez. B 
conjugirten Formen bedeuten. 

* BM 1874, S. 397— 447 (Ges. W. 424— 483). 
•♦ ProbeniuB, SB 1896, 8.14. 
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üeber die Gongruenz zweier Formen kann man auf rationalem Wege 
entscheiden. Die Substitutionen^ welche eine Form in eine congruente 
überführen, bestimmt man nach 39 und 67; sie sind im Allgemeinen nicht 
rational. 

74« Eine Form mit cogredienten Veränderlichen Xi\yi (13) heisst 
eine irreducibele oder elementare, wenn sie unzerlegbar und auch 
zu keiner zerlegbaren Form ^congruent ist; eine aus lauter elementaren 
Formen zusammengesetzte bilineare Form mit cogredienten Ver- 
änderlichen heisst eine reducirte Form. U. s. w. (25). 

Mit der Reduktion einer Form werden wir uns nachstehend be- 
schäftigen; hierzu ist zunächst erforderlich, dass wir untersuchen, 
wie im besonderen Falle, wo A und Ä^ conjugirte Formen sind, die 
zur Schaar X^A + X^A' gehörenden Minimalgradzahlen w,- rüi und die 
ET des Systems von \LA + LA'\ sich verhalten. 

Setzen wir 8^X^A + X^A\so geht -« — aus -g— ; dadurch hervor, dass 

Vi ^ ^« gesetzt und A^ mit X^ vertauscht wird. Die Reihe der Zahlen m.- 
besteht also aus denselben Zahlen, wie die der Zahlen m», so dass wir 
im Falle \7i^A + X^A^ \'=iO ist, wie bei den symmetrischen Formenschaaren, 
nur eme Reihe von Minimalgradzahlen in Betracht zu ziehen haben. 
Bedeutet r den Rang von \X^A + X^A^ \y g eine Zahl ^r und 
Dq den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller Subdeterminanten 
Q^^ Grades von \XiA + X^A* \y so ist 2)^ eine symmetrische oder eine 
altemirende Form der Variabelen Jl^, X^. Denn jede Subdeterminante 
^ten Grades geht durch Vertauscliung von X^ und X^ wieder in eine 
Subdeterminante q^^ Grades über. Da 2)^ durch -D^-i theilbar ist, so 
bestehen Gleichungen 

D^^D^^iE^ ((1-1, 2,... r, D^^E,). 

Die homogenen ganzen Funktionen Eq sind ebenfalls symmetrisch oder 
altemirend und zwar ist Eg durch E^-^i theilbar (Theorem I in 5). 
Zerlegt man nun die E^ in Faktoren, die Potenzen verschiedener in 
Xi\X^ linearer Formen sind, so erhält man alle ET des Systems (4). 
Da nun aber die E^ symmetrisch oder altemirend sind, so gehört zu 
jedem solchen Faktor (ctaX^ + boX^Y'' von Eg ein Faktor (flaX^ + ftaii)**'; 
diese Faktoren sind verschiedene ET des Systems, wenn nicht 

ist. Wenn also (^j=^listySO gehört zu jedem E T {ag X^ + ha X^Y^ ein. ET 

(pa^i + ctaX^y^. Wie verhalten sich nun die ET mit der Basis 
aaX^ + baX^f wo (~\ =1, d. h. die ET mit der Basis Xi + X^ und 

Xj^ — X^? Können diese in beliebiger Zahl auftreten oder herrscht auch 
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hier ein Gesetz? Dies ist in der That der Fall; denn setzen wir 
Yorübergehend wieder A + Ä' =^ S Ä^Ä' =^ T 

so ist 8 symmetrisch^ I altemirend. Durch die Substitution 

Aj «=» Aj^ + A^f ^ *** ^1 ^f 

Besitzt nun das System von | X^A + X^A^ \ den ET (X^ + A,)« [{X^ — i,)«], 
so besitzt das von \X[_S+X'^T\ den ET ^{«[Xj«]. Ist nun a gerade 
[ungerade], so tritt nach Theorem XVII neben jedem ET A(" [A,"] 
ein zweiter ET ili« [A,«] auf; das Gleiche gilt also von dem ET 
(Aj + X^y [(Xi — Ag)*], wenn a gerade [ungerade] ist. Die EI von 
der Gestalt (jli + ^)** «*wrf (X^ — Aj)**^^ sind also stets paa^rweise vor- 
handen. Dagegen können ET von der Gestalt (A^ + Aj)**+^ oder 
(Aj — Aj)** in gerader oder ungerader ZaM auftreten, wie man sich an 
Beispielen leicht überzeugt. Z.B. hat man fiir 

Ä^x^y^+'-'Xnyn-JE, A'^E, und | A^^ + A,^'| - (A,+ A,)» 
hat den ET (A^ + A^) n-mal, wo n gerade oder ungerade sein kann. Für 
^ ^ ^1^1 + ^Vi — ^Vi wird A' « oo^y^ + a^^yg — oj^y,, und | X^A + A,^' [ 
hat daher den einen ET (A^ — Ag)l Dagegen wird für 

die Determinante | A^ J. + A,^' | den ET (Aj — Ag)* zweimal besitzen. 
Fassen wir das Ermittelte in dem Theoreme zusammen: 

XIX. Ist Xj^A + X^A* eine Formenschaar mit conjugirten 
Grundformen, so stimmen ihre Minimalgradzahlen 
nii und füi überein; die Elementartheiler des Systems 
von I AjJ. + AjJ.'| sind paarweise von gleichem Grade 

und für reciproke Werthe von ^ gleich Null, mit Aus- 
nahme derjenigen von der Gestalt (Ai + A,)**+^ oder 
(Aj— A,)**, welch' letztere auch in ungerader Zahl auf- 
treten können.* 
75. Setzen wir daher n?=2Wf + l, deuten femer durch ein über 
einen Exponenten Sa eines ETs gesetztes Plus- oder Minuszeichen an, 
dass derselbe zur Basis A^ + Aj bez. A| — Aj gehört, so ist, da hier 
nii = nii, nach Gleichung (30) in 61 

(3) n = 2'"? + 2t + 2'^- + 2'«<'- 

Die n? sind ungerade Zahlen, und zwar fehlen dieselben, wenn 
AjJ-H- A,-4.'| =^0 ist. Die geraden Zahlen €„ wid die ungeraden 

• Kronecker, 1. c. S. 441 (S. 476). 
Math, Elementftrtbeller. 10 
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Zahlen Is^ treten stets zweimal auf; die Zahlen e^ sind immer doppelt 

vorhanden. 

An die Gleichung (3) knüpft sich die analoge Frage, wie an die 
Gleichung (3) in 49, (30) in 61 u.s.w., nämlich die Frage, ob es bei 
gegebenem n bilineare Formen A von 2n Yariabelen giebt, zu denen 
Schaaren kiA+X^Ä* mit vorgeschriebenen Eronecker'schen und 
Weierstrass'schen Invarianten gehören. Dieses ist in der That der 
Fall, wie wir sofort nachweisen werden. Wir betrachten nämlich 
folgende bilineare Formen*: 

L Tf-^^x.yt^i (7i; = 0,l,...2w,-l,n?-2m,+l,n?>l), 

2. Ta » ^{xjtyM+i + cXk+iVk) (* - 0, 1, . . . 2ea - 2; c»+ 1), 

3. Ga « ^(x.yit+t + (- iyxk+i9k) (i - 0, 1, ... 2t - 2; t - 2x\ 

4.** Ua --^x^y^+^ixtyit-i+i- l)*aT*_iy*) (*= 1, 2, . . . t- 1; t«2x+l), 

5. Ga = XqVq +^(Xkyit^t + (- lyxk^iyk) (* -= 1, 2, . . . ?a — 1; e^ = 2x), 

6. üa--'^(xjtyk+i-(r-iyxt+xyk) (ä«0, 1, . . . 2Fa-2; äa«2x + l). 

1. Die Form TP hängt von 2w,-f 1 = w? Variabelenpaaren 

ab, wenn wir x^y^, x^ifi, . • . ^m^. ^amf als zusammengehörige Yariabele 
auffassen. Die Yariabelen x^m und j/^ treten dabei in 2? nicht wirklich 
auf. Femer ist die Determinante | X^ 2? + ilg 2?' | — 0, der Rang derselben 
ist 2mi] es giebt daher nur eine lineare Relation zwischen den Ab- 
leitungen von AiT? + Aj^?' nach den Xi bez. y^; ET treten keine auf; 
es ist mithin wegen (3), wenn m[- die zur Schaar gehörige Minimal- 
gradzahl bedeutet, « « r . ^ t^ . ^ 
"^ > »0 ^ 2wJ + 1 = 2mi + 1 

Die Schaar ;Li2?+ AgT?' besitzt also nur eine Invariante n?« 2ini+ 1. 

2. Die Form T(, hängt von 2ea Yariabelenpaaren x^yQj a^^yj, . . . 
ab. Die ET der Determinante \X^Ta + X^Ta\ sind 

+ -<- + 

3. Die Formenschaar l^Ga + l^ ^a hängt von 2e<y Yariabelen- 
paaren ab; die ET ihrer Determinante sind 

• Kronecker, I.e. S.440 (S.475). 
** Für «-=1 ist Z7 =aj^yp zu nehmen. 
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4. Die Schaar Xiüa + X^Ua hängt von ea Variabelenpaaren ab; 
ihre Determinante besitzt einen ET 

5. Die Scbaar X^Go+^G-a hängt von 6^ Variabelenpaaren ab; 
ihre Determinante hat den einen ET 

6. Endlich hängt die Sehaar liUa + X^ üa von 2ea Variabelenpaaren 
ab; ihre Determinante hat zwei ^T 

Ist nun eine beliebige Lösung der Gleichung (3) in Zahlen 
n% 6«,, . . , der angegebenen Art vorgelegt, und wir bilden zu jedem 
w?, das grösser als 1 ist, eine Form T?, wobei wir in T?, T§, , . . die 
Variabelen so bezeichnen, dass je zwei dieser Formen keine Variabele 
gemein haben, bilden analog weiter zu jedem Exponentenpaare e^ eine 
Form Tay wobei wir die c « c^ beliebig aber cj ^ 1 wählen, zu jedem 

Exponentenpaare Ca {sa — 2x) eine Form Ga, u. s. w., so ist die Summe 
aller dieser Formen eine Form 22, die von n — q Variabelenpaaren 
abhängt, wenn q der Zahlen n? gleich Eins sind. Sind alle Zahlen n? 
gleich Eins, so setzen wir Ji = 0. Da aber die Schaar XiB-\-X^B' 
eine zerlegbare ist, so besitzt nach dem Satze S. 112 diese Schaar die 
Invarianten n?, (caX^+ X^)\ . . ., wenn wir sie bei p > als von 2w 
Variabelen abhängig betrachten, also eine identisch verschwindende 
Theilschaar hinzuschreiben. Damit ist unsere Behauptung vollständig 
bewiesen. 

Bezeichnen wir die Invarianten w?, c©; . • •? die zu einer Schaar 
X^R + X^R' gehören, als die Er.onecker'schen Invarianten (Minimal- 
gradzahlen) und die Weierstrass'schen Invarianten der Forniü 
mit cogredienten Variabelen, so können wir das erlangte Resultat 
so aussprechen: 

XX. Es giebt bei gegebenem »Formen mit 2n cogredienten 

Veränderlichen, welche — im Sinne des Theorems XIX 

— vorgeschriebene Eronecker'sche und Weierstri^ss- 

sche Invarianten besitzen. 

Die Formen 1—6 oben sind nicht zerlegbar, aber auch zu keinen 

zerlegbaren Formen congruent. Für die Formen 1, 4, 5 geht dies 

unmittelbar daraus hervor, dass zu ihnen nur je eine Invariante gehört. 

Für die übrigen folgert man es leicht aus Theorem XIX. Wäre 

z. B. Ga zu einer zerlegbaren Form G ^ Gi+ G^ congruent, so wäre 

10* 
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auch die Schaar Ji^G + k^G' zerlegbar in die Theile X^G^+ X^G[ ^ Hj^ 
und AiG,+ AjC?^«^^; die ET von {X^G + X^G'l sind aber die von 

Hl I und I J?2 1 zusammengenommen; nach Theorem XIX besässe daher 

l^G + X^G'l vier ET, und damit auch 



U. 8. W. 

Die vorhin beschriebene Form B setzt sich also aus lauter ele- 
mentaren Formen zusammen, d.h. es ist eine reducirte Form. 

Eine der eben angewandten ganz analoge Schlussweise lehrt 
(XIX, XX), dass eine büineare Form mit cogredienten Vanabden dann 
und nur dann irredudbel ist, wenn sie entvoeder eine einzige Kronecker- 
sehe Invariante besitzt, oder zwei Weierstrass'sche InvariaMen (Jl^ + cAj)*«y, 
(c>li+ Aj)*^», wo (?^\y u,s.w., wie in den Fallen 1 — 6 oben. 

Ist nun eine beliebige bilineare Form A gegeben, die von 
n Yariabelenpaaren abhängt, so können wir nach Theorem XX eine 
Form JR bilden, welche ebenfalls von n Yariabelenpaaren abhängt und 
dieselben Eronecker 'sehen und Weierstrass' sehen Invarianten be- 
sitzt, wie die gegebene Form. Nach Theorem XYIII sind daher die 
Formen A und It congruent, JR ist aber eine reducirte Form, und 
daher das Problem der BeduMion einer Form A mit cogredienten Varidbelen 
vollständig gdösty da man jederzeit die congruenten Substitutionen 
wirklich bestimmen kann, die ^ in i2 überf&hren (73). 

76. Gehören zu einer Form A mit cogredienten Yariabelen die 
Invarianten 
< «?,... (Ai + Ci^)% (Ci;ix+^)%...(Xi+Aj)*e,...(Ii+Aj>,..., 

so sagen wir, die Form besitze die Charakteristik 

MWi, n^j • • •/ 1? ij « • • vn, • • . e^^» • .j. 
Auf Grund des Theorems XX Massificiren wir nun die Formen mit 
2n cogredienten Yariabelen bei gegebenem n nach dem schon öfter an- 
gewandten Principe (29, 62, 70). Wir rechnen also zu derselben Klasse 
alle diejenigen von n Yariabelenpaaren abhängigen Formen, welche die- 
selbe Charakteristik besitzen, ü. s.w. Zu jeder ]^asse gehört eine Normal' 
form, die sich aus den Formen 1 — 6 oben zusammensetzt. Wie sich 
für ein gegebenes n die Anzahl der Klassen systematisch berechnen 
lässt, hat Rosenow angegeben.* Derselbe hat auch f&r die Fälle 
n =« 1, 2, 3, 4 und n « 10 die Normalformen aufgestellt.** 

* Rosenow, üeber die Anzahl von Klassen bilinearer Formen. Wiss. BeiL 
zum Programme der vierten höheren Bürgerschule zu Berlin, Ostern 1891. 

•♦Rosenow, Crelle's Joum. Bd. 108, S.6— 13 (fürn = l — 4); Programm 
der eben genannten Anstalt, 1892, S. 8 — 21 (ns^lO). 



Congraente Formen. 



149 



XJm z.B. fOr n 

Gleichung (3) fttr n = 



— 1 die Elassen zu bestimmen, hat man die 
» 1 zu losen. Man hat zwei Lösungen 

1. w?«l 

2. t-l. 
Im 1. Falle wird JR « 0. 

-f 4- 

Im 2. Falle wird R = üi, wo in Ui 

ZU nehmen ist. Daher ist R » ^qJ^q. 

ü. 8. w. Wir stellen im Folgenden die Charakteristiken und 
Normalformen f&r alle Klassen bilinearer Formen von 2n cogredienten 
Variabelen für die Fälle n == 1, 2, 3, 4 zusammen. 



Elassen bilinearer Formen von 2n oogr^dienten Variabelen 

im Falle 



r+. 



a) n = 1. 



1. [i]:^oyo- 

2. {1} : 0. 



1- [11] 
2. [i] 

3. [TT] 

4.[tt] 

5. [{i}t] 

6. {11} 



b) n - 2. 

a^oyo + ^iyi- 



Die Normalformen sind mit denjenigen 

für n » 1 identisch. 



c) n - 3. 

1. [in] :a:oyo+(^iy8+Ci^8yi)- 

2. [iT] : a:oyo+(^yi+ ^2^1-^1 y«)- 

3. [i 1 l]: aroyo+(^iy«— ^2J^i)- 

4. [i ll]:aroyo+^iyi + ^y2* 

5. [3] ra^oyo+^iyo-^oyi+^yi + ^iya 

6- W ^^oyi + ^iy«- 
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m 

Die Normalformea fOr die sechs übrigen £lassen sind identisch 
mit denjenigen fSr die Klassen bilinearer Formen, die von zwei 
Variabelenpaaren abhängen. 

d) n - 4. 

1. [l 1 1 1] : («0^1 + Cianyo) + («^^8+ <^^ys)- 

2. [(ll)(u)]: (x^Vt + c^x^y^) + («8^»+ Ci«8yj)- 

3. [22] : a;oyi + <i^i!'o+^iyi + <'i^yi + ^y«+Ciaiy»- 

4. [2 11] : (»0^0 + Xi y^- x^y^ + (a^y» + «äa^yj)- 

5. [i 1 1 1] : {x^yi - Xiy^ + (ar^y, + Cia;,yj). 

6. [im] : aroyo+^i^i+C^ays+^^sya)- 

7. [2 2] : {x^y^ + x^y^ - x^y^ + (x^y^ + x^y^ - x^y^). 

10. [112] : x^y^ + aJi^i + fe^a + ^8^2 — ^2ys)- 

11. [i 1 1 1]: XQyQ+ Xiy^ + x^y^^ x^y^. 

12. [im] : 3:0^0+ ^»1 + (^^8 - ^Vi)' 

13. [18] : x^y^ + (x^y^ + x^y^ — x^y^ + x^y^ + rr2y8)- 

14. [2 2] : XQy^ + XiyQ+ x^y^ — x^yi + x^y^ + x^y^. 

15. [Till]: (x^y^ — ar^yo) + (^2^8 - ^»2)- 
^yU^ 16. [{s}] 1 ] : (070^1 + x^y^) + Xj^y^. 

Die Normalformen fdr die 12 übrigen ElasBen stimmen mit denen 
für die Klassen bilinearer Formen von drei Variabelenpaaren bez. 
überein. 

Es giebt also in den Fällen n »1^ 2, 3, 4 bez. 2, 6, 12^ 28 
Klassen bilinearer Formen bei congruenter Transformation derVariabelen. 

Die Formen der Klassen [1], [1 1], [1 1 1], [111 1], [{i}i], . . . 

sind symmetrischy die der Klassen [1 1], [111 1], [{i}i 1 ], • • • 
aUernirmd. 

a) Ist aUgetnein A^^agXjyk (i, i = 1, 2, . . . w) symmetrisch, 

daher sind bei | A^J.4- >l2^'| = die Zahlen m« alle Null, also die 
Zahlen n? alle Eins. Da femer hier 
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ist^ so besitzt das System von { >lj J.+ A^^'l nur ET mit Exponenten 1, 
und zwar r Stück^ wenn \A\ und somit auch X^Ä^ X^Ä^\ vom 
Range r ist. Eine symmetrische hüineare Form 

hat daher, wenn r den Bang von |^{ bedeutet, die CharaJcteristik 

[{l 1 ... 1} 1 1 ... 1], 
n—r Stück r Stück 
lässt sich also durch congruente Transformationen stets auf die Form 

bringen. Hat umgekehrt eine Form vorstehende Charakteristik^ so 

lässt sie sich congruent in Xiy^ + \- ^rVr transformiren; sie ist also 

symmetrisch. 

ß) Analog zeigt man: Mne aUemirende, von n Variabdenpaaren 
ablumgige hüineare Form, deren Determinante vom Bange r » 2^^ ist 
(9, c); hat die Charakteristik 

[{11 . . .} TT. TT], 

^ ^ ■■ .* > 1^ " 

n-f Stück 2/ Stück 
lässt sich daher durch congruente Transformation in 

überführen, umgekehrt ist eine Form mit vorstehender Charakteristik 
eine altemirende. 

Folgerungen: 19) Zwei symmetrische oder cdtemirende Formen sind 
dann und nur dann congruent, wenn ihre Determinanten gleichen Bang 
haben. 

Und: 20) Eine quadratische Form A Tcawn in eine andere qua- 
dratische Form B, die von gleichvielen Variäbelen abhängt, dann und nur 
dann durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindmder Deter- 
minante transformirt werden, wenn die Determinanten von A und B 
gleichen Bang haben (63). 
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§ 11. Aehnlicbe und daale FormeiL 

77. Wir erledigen jetzt f&r solche Formen die analogen Fragen, 
die bei der congruenten Transformation der Formen auftraten. 
Sind zwei Formen 

A^^auXiUkj B ^^bjiXiUk (i, Ä « 1, 2, . . . n) 

ähnlich, ist also eine lineare Substitution I vorhanden derart , dass 
symbolisch (13) jg_ T^^AT 

ist, so hat man weiter für 

also bei beliebigen X^ \ X^ 

l,E + X^B =- T-^{X^E + X^Ä)I', 

die Schaaren X^E + X^A und X^E + X^B sind äquivalent, die ET von 

[X^E+X^A] und \X^E+X^B\ 

stimmen überein. Hervorzuheben ist, dass (12, Gleich. (16) 

I X^E+X^B I - 1 T-i \'\X^E+ X^A\'\T\^\XiE+X^A\, 

Stimmen umgekehrt die ET der Determinanten zweier Schaaren 

X^E+X^A WDÄX^E + X^B 

überein, so giebt es Substitutionen 5, I derart, dass bei beliebigen 
^1^ X^E+ X^B^S{X^E+X^A)T 

ist (Theorem VIII). Insbesondere ist für >ti=»l, Aj — O 

E^SETy 

d. h. A und B sind ähnlich. Setzen wir vorstehend A^ — Ä, il^ = — 1, 
so ist IXE— A\ die charakteristische Determinante von Ay \XE—B\ 
die von B (16), und es gilt daher das Theorem: 

XXL Zwei Formen sind dann und nur dann ähnlich, wenn 
die Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten übereinstimmen. 

Nimmt man in Theorem IX 

jr — 1, A«=0, «0 = 1, 6<r — Cff, ^ — A, ^2= — 1, 
so besagt dasselbe, dass die Determinante der Form 
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<y =» 1, 2, . . . w 
besitzt. Wir bezeichnen jetzt die Variabelen 

der Reihe nach mit ^'"" ^"i' • • • ^"'««-» 

^1} ^y • • • ^«i5 ^^+1} ^^+8; • • • ^«i+«i? • • •? 
^*i+«»H h«m— 1 + 1' ^^ + «1-1 h«TO— !+*> • • • ^»y 

^1 + ^ H h öm =* w; 

die Veränderlichen 

bezeichnen wir femer der Reihe nach mit 

schreiben wir dann noch E f&r A^ A f&r B^ so wird 
E^x^u^ + XiUi'\ h^iit*«, 

+ (^w» + • • •+ ^^-iw«,)f + (a;,,+i«e,,+2 +• • •+ a^.+,^-iM^,+^ + • • • 
Da nun, wie oben gezeigt wurde, | it^E — A | die ET 

besitzt, so haben wir in A eine von n Yariabelenpaaren abhängige 
Form, die, wenn bei gegebenem n die ganzen positiven Zahlen Ci, 

ej, . . • e», eine beliebige Lösung der Gleichung: e^ + ^ H h e« = w 

vorstellen und die Eonstanten c^, Cj, . . . Cm willkürlich, aber endlich 
gewählt sind, eine charakteristische Determinante mit den ETn 

(X-Ca)'^ (<y-l, 2,...w) 

hat. Wir können dieses Resultat so aussprechen: 

XXII. Es giebt Formen, die von einer vorgeschriebenen 
Anzahl von Yariabelenpaaren abhängen, und deren 
charakteristische Determinanten vorgeschriebene 
Elementartheiler besitzen. 

» 

Eine bilineare Form mit contragredienten Variabelen heisst eine 
elementare oder irreducibele, wenn sie weder zerlegbar noch einer 
zerlegbaren Form ähnUch ist. U.s.w., wie in 25. 

• Dieser Elammerausdnick bleibt weg, wenn «^«1 ist, der folgende, wenn 
e, » 1 ist, u. 8. w. 
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Die Form A oben ist zerlegbar^ die cbarakteristischeu Determinanten 
ihrer einzelnen Tbeile besitzen nur je einen ET; daher sind diese 
Theile selbst irrreducibel (48^ Schluss). Also ist A eine reducifie 
Forntj wenn die Xi^ u,- als contrafp:^diente Yariabele anfgefasst werden. 

Eine beliebige gegebene Form A kann in eine reducirte Form A 
transformirt werden^ die zu ihr ähnlich ist; die nöthigen Substitutionen 
liefert die Weierstrass'sche Theorie^ wenn man sie auf die Schaar 
X^E+ X^A anwendet. Man erhält nämlich Substitutionen ^^Tderart, 
dass bei unserer jetzigen Bezeichnung 

X^E+X^K = S{X^E+ X^A)T 

wird bei beliebigen A^ | A^; es ist dann 

E^SET, S-r-i; 

d.h. S und I sind ähnliche Transformationen. Man kann auch zuerst 
auf Grund der Theoreme XXI und XXII eine zur gegebenen Form A 
ahnliche reducirte Form A herstellen und dann aus den Koefficianten 
von A und A die nöthigen Substitutionen T~^ T rational berechnen 
(S. 66—67). — Damit ist die BeduMion einer gegebenen büinearen Form 
mit contragredienten Variabden wirklich durchgeführt. 

A ist irreducibely wenn \XE— A\ nur einen ET besitzt; besitzt 
\XE— A\ mehr als einen ET, so können wir eine zerlegbare Form A 
herstellen, die zu A ähnlich ist, d.h. ^ ist reducibel. Also: 

Eine hüineare Form mü contragredienten Vaaiabden ist dann und 
nur dann irredudbd, wenn ihre charakteristische Determinante einen ein- 
eigen Etementartheüer besitzt. 

78. Wir nennen die Charakteristik der Schaar X^E ■}- X^A die 
Charakteristik der bilinearen Form 

A ^^aaXiUk (t, ä '^ 1, 2, . . . n) 

mit contragredienten Yariabelen und klassificiren die von einer 
gegebenen Anzahl von contragredienten Yariabelen abhängigen bilinearen 
Formen nach dem des öfteren angewandten Principe. Die Normal- 
formen der einzelnen Klassen kann man fOr die Fälle n»l,2, 3, 4 
aus 50 entnehmen, indem man daselbst in jeder zweiten Form eines 
Paares von Normalformen die oben angegebenen ümbezeichnungen 
vornimmt (77). Man hat folgende 

Klassen bilinearer Formen von 2n eontragredienten Yariabelen 

im Falle 

a) n = 1. 
1. [l] : c^XiU^. 
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b) n — 2. 

1. [i i] : c^x^u^ + c^oc^^' 

2. [(i i)] : Ci{xiU^ + x^u^), 

3. [2] : ^1(^1% -h iTjW^) + ^^1% 

c) n = 3. 

1. [111] : CiXiUi+ (^x^U2+ c^x^t^. 

2. [(1 1) 1] : (^{x^Uj^ + x^ u^ + c^x^u^. 

3. [(1 1 1)1 : Ci(a?i % + asg % + x^\i^). 

4. [2 1] : Ci(x^u^ + x^u^ + c^x^u^ + x^u^, 

5. [(2 1)] : q(a:iWi + rCgWa + a:,«^) + a^iti^. 

6. [3] : c^{x^u^ + x^u^ + a^Wg) + (a?itij + x^u^. 

d)w=-4. 

1. [1111] : c^x^u^+ (^x^u^ + (^x^u^+ c^x^u^. 

2. [(1 1) 1 1] • Cj =- ci, sonst wie die Normalform 1. 

3. [(il)(il)]:ci = (^, C8 = c^, „ „ „ „ 1. 

4. [(1 1 1) 1] : Ci = Cj = C3, „ ;, „ ,, 1. 

5. [(1111)] :Ci = (?jj-=Ci=C4, „ „ „ „ 1. 

6. [211] : c^{x^u^ + x^u^ + (^0:8^3 + c^x^u^ + iCi^j. 

7. [(21)1] : Ci= Ci, sonst wie Normalform 6. 

8. [2 (1 1)] : Cj = c,, „ „ „ 6. 

9. [(211)] :Ci-C2«Ci,„ „ „ 6. 

10. [22] : c^(x^u^ + arjWa) + ^(iPjWg+aJ^wJ + x^u^ + x^u^. 

11. [(22)] ' <^i^ <k} sonst wie Normalform 10. 

12. [3 1] : c^ix^u^ + x^u^ + x^u^ + c^aj^w^ + («^1% + ^ Wj)- 

13. [(31)] : <?i= ^, sonst wie Normalform 12. 

14. [4] : Ci (ü?! Wi + a^ tig + x^u^ + 2:4^4) 

79. Nun sei durch 

(2) I,- = OrXiX^ +(HiXi'\ h CLniXn (i — 1, 2, ... w) 

eine lineare Substitution gegeben, deren Determinante nicht un- 
bedingt Yon Null verschieden zu sein braucht. Alsdann nennt man 
die Determinante 
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(8) 



A — a^i T- 0^2 — a 

— 0^1 ^ — 0^2 — ^8 



UM 
n 



— a»i — a^j Z — a«« 

die charakteristische Determinante der linearen Substitution (2). 
Gleich Null gesetzt liefert sie die charakteristische Gleichung der 
linearen Substitution (2). 
Es sei nun 

(4) Xi'^biiX^+biiX'^ H h hniX^ (i « 1, 2, . . . n) 

eine zweite lineare Substitution, deren Determinante nicht Null sein, 
darf. Wir setzen weiter 

(5) i= bui[ + 6i,|i + -- + 6..I; (i-h ^y^'^n) 

und f&hren die congruenten Substitutionen (4) und (5) in (2) aus. 
Hierauf lösen wir die transformirten Gleichungen nach den ^ auf; wir 
erhalten dann eine neue lineare Substitution, die durch 

(6) $;- Ci,<+ c«^i + ••• + ^ni< (i -= 1, 2, . . . n) 

gegeben sei. Geht eine Substitution (2) auf die eben beschriebene 
Weise durch lineare Substitution in eine Substitution (6) über, so 
nennen wir die Substitutionen (2) und (6) äquivalent. 
Wir setzen jetzt 

aikXi + OihXi H h ankXn — f(pc)k 1 „ ^ ^ 

und bilden die bilinearen Formen 

^'^^Ukf{x)k^^aikXiUjt (f,fc-«l,2, ...n), 

^ --^Kai^y «2"^/* a^Swi (i, ft = 1, 2, . • . n). 

Die charakteristische Determinante der Substitution (2) ist identisch 
mit derjenigen der bilinearen Form Ä:^ das Gleiche gilt fOr die Sub- 
stitution (6) und die Form G, 

Geht nun durch die lineare Substitution (4) f{x)i in f(x^)i über, 
so wird A durch (4) in 

(7) ^^^f{^\ 
übergeführt; setzen wir nun noch in (7) 

(8) u; = 6,j«j + 6„«j + • • • + 6.,,«, (t = 1, 2, . . . n), 

80 erhalten wir ^-^J/CA -2*"»«"'«* " ^' 

Nun sind aber vermöge (4) und (8) die Variabelen Xi und w,- contra- 

gredient; daher sind A und G ahnliche Formen, weshalb die Sub- 
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stitutionen A und G, d. h. die Substitutionen (2) und (6) (vergL 11) 
aucli ähnliche Substitutionen genannt werden. Die charakteristischen 
Determinanten der Substitutionen (2) und (6) sind aber bez. identisch 
mit denen der Formen Ä und G. Also gilt nach Theorem XXI 
der Satz: 

XXni. Zwei lineare Substitutionen sind dann und nur dann 
äquiyalent^ wenn die Elementartheiler ihrer charak- 
teristischen Determinanten übereinstimmen. 

Aus dem Theorem XXII folgt ohne weiteres, da IXE — Ä] mit 
(3) identisch ist: 
XXIV. Man kann für ein gegebenes n lineare Substitutionen 
(2) aufstellen, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler besitzen. 

Gehören zur Determinante (3) die ET 

(9) (;i - CaYo (6^1,2,. .,m), 

so sagen wir, die lineare Substitution (2) habe die Charakteristik 

[(^1, ...)... (e^, ...).. .] 

und Tdassifi/dren — unter Zugrundelegung des eben eingeführten 
Aequivalenzb^riffes — in bekannter Weise die linearen Substitutionen (2) 
bei gegebenem n. Die Normalformen für die einzelnen Klassen entnimmt 
man im Falle n => 1, 2, 3, 4 unmittelbar aus 78. 

Man hat z.B. für n » 3: 

fei "* ^1^ > 

1. [l 1 1] : Ig = c^x^, 

2. [(ii)]i: Normalform, wie bei 1., aber Ci= c^. 

3. [(iii)]: „ , „ „ 1., „ Ci«(^ — Cj. 

4. [2 1] : ^2 = ^1 + ^1^ ; 

5. [(21)] : Normalform, wie bei 4., aber Ci= c^. 

Ii = CiXi , 

6. [3] : la^-a^i+CiO?,, 

Allgemein wird, wenn (3) die ET (9) besitzt, die Normal form 
von (2) gleich: 
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wobei die Anmerkung S. 153 zu berücksichtigen ist. 

80. Die Yorstehenden Betrachtungen über lineare Substitutionen 
lassen sich noch etwas allgemeiner gestalten. Man definirt nämlich 
eine lineare Substitution auch wie folgt: Es seien 

^ « ^ hk Xi Uk «^w,- ^ {x)i 

zwei bilineare Formen von je 2n Variabelen; die Determinante von ^ 
sei nicht Null. Dann ist durch die n Gleichungen 

(10) ^{l)i--fp{x)i (i«l, 2,...n) 

eine lineare Substitution gegeben; man erhalt sie in ezpliciter Form, 
durch Auflösung der n Gleichungen nach den |{« Es werde alsdann etwa 

(11) li = CuXi + €iiX2 -\ h CnlXn (f «= 1, 2, . . . ft). 

Die Determinante lA^^ + ^i^g)! heisst die charakteristische Deter- 
minante der linearen Substitution (10). Sind ihre ET gleich 
(pa^i + aa^y^ (<y — 1, 2, . . . wt), so sagt man, die Substitution habe 
die Charakteristik 



(t, ife = 1, 2, . . . n) 



'^;l(i=i,2,...»), 



[(6l,...)...(6a,...)--l 

Setzt man nun in (10) 

(12) Xi «= SuXi + SiiXi + • +s, 

(13) ^i^Sid[+S2iU + '+s, 
wo die Determinante "^j, « « r i n 

ist,* und componirt das erhaltene System von n Gleichungen n-mal mit 
irgend welchen n* Grössen 

hif ti , . . , tni (i = 1, 2, . . . n), 

deren Determinante nicht Null sei, so erhält man n lineare Gleichungen 
von der Gestalt 

(14) Hiy'-9(x')i (i«l,2,...w). 
Setzt man nun weiter 

(15) Ui — ti, ui + tiiUi-] h tinui (i « 1, 2, . . . n), 

dann geht durch die linearen Substitutionen (12) und (15) die Form 
(p in y =" ^,^(x*)iUif die Form ^ in tß ^ ^'p(p!f)iUi über. Da nun 



• Vergl. Netto, Acta math. Bd. 17, S.46. 
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die Determinante | if \ nicht Null ist^ und ebenso die Determinanten der 
Substitutionen (12) und (15) von Null yerschieden sind^ so ist auch 
1^1 nicht Null. Die Determinante |^| ist aber identisch mit der- 
jenigen der n linearen Formen ^(|'){ in (14). Also ist auch durch 
(14) eine lineare Substitution gegeben ^ die explicite 

(16) i[ « cliXl + dioi + • . • + clixl 

lauten möge. 

Geht eine Substitution (10) auf die beschriebene Weise durch 
Substitution und Komposition — oder auch umgekehrt; da es auf die 
Reihenfolge dieser Operationen nicht ankommt — in eine Substitution 
(14) über, so heissen die beiden Substitutionen (10) und (14) äquivalent. 

Da die charakteristischen Determinanten der Substitution (10) und 
(14) mit den Determinanten der Schaaren X{^ + X^q> und X^^ + X^^ 
bez. identisch sind, so folgt aus den Weierstrass'schen Theoremen, 
dass die Sätze XXIII und XIV auch hei dieser Definition der linearen 
Substitutionen und der Aequivalenz zweier linearer Substitutionen Wort 
für Wort gütig bleiben; ebenso m.m. das Folgende in 79. 

Für ^ = arj Wj + x^u^ + . . . + x^u^j für A^ « A, il^ «= — 1 und für den 
Fall, dass die Substitutionen (12) und (16) ähnliche sind, gehen diese 
Betrachtungen, die namentlich in neueren geometrischen Arbeiten der 
italienischen Mathematiker (Segre, Calö, Predella u.A.) über die 
GoUineationen zur Verwendung kommen, in diejenigen des vorigen 
Artikels über. 

81. Sind A und B duale Formen y so sind JB' und A ähnlich (13), 
also die ET von \XE — B^\ und \XE — A\ dieselben (Theorem XXI); 
nun ist aber die Determinante \XE — B^\ mit der Determinante 
\XE-^B\ identisch; also stimmen die ET vodl \XE—A\ und von 
{XE—B] überein. Auch das Umgekehrte ist giltig. Also: 

XXV. Zwei Formen sind dann und nur dann dual, wenn 
die Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten übereinstimmen. 
Mit Rücksicht auf Theorem XXI gilt also der Satz: 

21) AehnlicJie Formen sind stets auch dual, und umgekehrt. 
Endlich folgt aus XXV: 

22) Jede büineare Form mit contragredienten Varidbelen ist zu sich 
selbst dual. 

Die Resultate dieses Paragraphen werden im Folgenden vielfache 
Verwendung finden. Zunächst erledigen wir die Frage, welche be- 
sondere BeschafPenheit lineare Substitutionen haben müssen, um ge- 
eignet zu sein, eine bilineare Form in sich selbst zu transformiren auf 
Grund unserer Untersuchungen über congruente und ähnliche Formen. 



160 § 12, 82. 

§ 12. Lineare Transformationen der bilinearen Formen in sich selbst"^ 

1. Transformationen ohne weitere Besohr&nkiing. 

82. a) Es gehe die bilineare Form 

A — ^auXiVk (i, ft — 1, 2, . . . n) 

durch die linearen Substitutionen** P und Q in sich selbst über, es 
sei also symbolisch j ^ PAO 

wo c eine Eonstante bedeutet, die weder Null noch unendlich ist. 
Setzt man 

SO ist 

es besteht also dann immer eine symbolische Gleichung 
(1) Ä^PAQ, 

wenn wir wieder P fBr P«, Q för Q^ schreiben.*** 

Sind nun U und V zwei ordinäre Formen, so folgt aus (1) 

oder, wenn jjj^y^^^^ UPU-^=P„ V-^QV=-Q^ 
gesetzt wird, P,A,Q, = A,. 

Geht also Ä durch zwei beliebige Substitutionen ü, V in A^ über, 
durch zwei Substitutionen P, Q aber in sich selbst, so wird Aj^ durch 
zwei zu P und Q ahnliche Substitutionen P^, Q^ in sich selbst trans- 
formirt. 

b) Sei wieder A «= PA Qy femer E '^ Xiyi + x^y^ + • • • ic«y«, 
dann ist 
{X^E +X^P)AQ'^X^AQ + l^PAQ - J^AQ + AX^^ A{X^ Q + X^E)-, 

hieraus folgt für den Fall, dass |^{4=0 ist, 

l,Q + X^E^A-'{X,E+X,P)AQ 

bei beliebigen A^lA,. Die Schaaren X^E + X^P und X^Q + X^E sind 
also äquivalent, umgekehrt: Sind diese Schaaren äquivalent, so giebt 
es Substitutionen A und B derart, dass 

* Vergl. zu diesem Paragraphen: Frobenius, Grelle 's Jonm. (78) Bd. 84, 
S. 29 ff. 

** Mit nicht verschwindenden Determinanten. So immer im Flgd., wenn 

nichts Näheres bemerkt ist. 

*** In der Theorie der linearen Substitutionen werden zwei Substitutionen P und 

cP als nicht wesentlich verschieden betrachtet. Dieses ist auch später bei den 

Betrachtungen über die orthogonalen und cjklischen Substitutionen zu beachten. 
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ist; wo A und B nicht von k^ \ X^ abhängen und | ^ m» 0^ B^O ist. 
Daher ist AQB^E, AB^P, 

{PAQ)B^P{AQB)'^PE^P^AB 
und weiter PAQ^A. 

Also gilt der Satz: 

23) Zwei Substitutionen P und Q sind domn und nur dann ge- 
eignet eine ordinäre Jnlineare Form in sich selbst zu transformvren, wenn 
die Schaaren Xy^E+ X^P und X^Q + X^E äquivalent sind. 

Ist also in ET zerlegt etwa 

(2) I X,E+X^P\ « (X^+c^X^y^ (h + c^^T- . . (^i + c^^y^y 
dann hat man f&r \X^Q + X^El nach Theorem YIII folgende Zer- 
legung in ET 

\X^Q + X,E\^ \Q\' {X, + c,x;)'^ (X, + c.X,)'^ . . ,(X, + c„, X^f^. 

Vertauscht man nun in der letzten Gleichung X^ mit X^, setzt alsdanni 
X^'^ X, Jlj = — 1, so erhält man, da 

ist, in ET zerlegt I 6! • c? • (^^ . . 4^ = 1 

Setzt man aber in (2) X^^ X, X^^ — l und vergleicht die so erhaltene 
Gleichung mit (3)^ so ergiebt sich das Theorem:* 

XXYI. Damit zwei Substitutionen P und Q geeignet seien^ 
eine ordinäre bilineare Form in sich selbst zu trans- 
formiren^ ist nothwendig und hinreichend, dass die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minanten einander so zugeordnet werden können, 
dass die entsprechenden von gleichem Grade sind 
und für reciproke Werthe von X verschwinden. 

83. Es sei nun A eine singulare bilineare Form, \A\ sei vom 
Bange r und P, Q seien Substitutionen, welche A in sich selbst trans- 
formiren. Wir setzen 

sodass also 

(4) E^E, + E^ 

ist. Alsdann bestehen die Gleichungen 

(5) ^-^u ^» = -^2, E^E^^E^E,^0. 

Die Form A lässt sich so in A transformiren, dass n — r Variabelen- 
paare wegfallen (vergl. 53, Schluss); als Form von r Yariabelenpaaren 

♦ ProbeniuB, 1. c. S. 31. 

liuth, Elementartheiler. ±X 



I 
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ist Ä ordin'ar, lässt sich also in Xiy2 + x^y+ V ^rVr transformiren, 

wie an sich klar ist. Es giebt daher Substitutionen {7, V derart, dass 

ist, und daher giebt es nach 82 a) zwei zu P und Q bez. ahnliche Sub- 
stitutionen Pq, Qqj die E^ in sich selbst transformiren; wir haben also 
eine Gleichung P E ^ E 

aus der wegen (5) die Gleichungen 

(6) {E,P,E,){E,Q,E,) ^ E„ {E,P,E,){E,Q,E„) - 

folgen, wo Qy 6 ^ ly2 sind, aber nicht gleichzeitig gleich 1 sein 
dürfen. Setzt man kurz allgemein 

SO hat man daher nach (6) 

dabei ist P^ der Theil von Pq, welcher die Variabelen 

enthalt, P^^ derjenige, der die Variabelen 

Pji derjenige, welcher die Variabelen 

Xr-^-ly ' ■ * Xnp yi) ' ' • yr 

enthalt, u. s.w.; Analoges gilt von Q^^y Q^, . ^ - 

Nun ist fär die Formen P^^, Q^^, aufgefasst als Funktionen der 
Variabelen x^y . . . Xry y^ - - - yr, wegen (7) 



•^'"* 'Pai + O, |«„| + 0. 



Femer folgt aus der Gleichung P^ Q^^ = 0, da | P^ j =f= ist, 

Qi, - 0. 

Die Gleichung P^^ Qis'^O repräsentirt nämlich das Gleichungssystem 

fttr /A==l, 2, ...r, i; = r + l, r + 2, ...w nach Satz a) in 22 und 
Gleich. (5) in 10, wenn 

gesetzt wird. Nimmt man aber für ein bestimmtes v in (8) der Reihe 
iia<5h /[t«l, 2,...r, 

so hat man für qivy - - -Qrv als unbekannte r homogene Gleichungen mit 
nicht verschwindender Determinante ^dcPny P22 • • • Prn ^^^^^ muss 
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sein. Dies gilt f&r 1/ » r + 1, . . . n, d.h. Q^ ist identisch Null. Ana- 
log zeigt man, dass wegen | Qu | =f= aus der Gleichung P^^ Q^^ »= 

P„-0 

sich ergiebt. 

Wegen P,i =- hat man aber 

(9) \IE-F\^\XE,^P,,\'\XE,--P,,\, 
wegen öij — 

(10) \XE--Q\^\XE,^Q,,\'\XE,^Q,,\. 
Aus (7) folgt weiter 

Q^^ ist also eine rationale Funktion Yon P^^ (15); sind daher c^y c^y.,, Cr 
die Wurzeln der Gleichung 

SO sind nach 16, Schluss 

11 1 

— } — } ' ' * — 

die Wurzeln der Gleichung 

Nach (9) imd (10) sind aber q, c^, . , .Cr auch Wurzeln von | XE—P\ 
und —9 —7 auch solche von \XE— Q\. Also gilt der Satz: 

Cj C| Cr 

24) Ist A singtdäry \ A \ vom Bange r, und sind P, Q Substitutionen, 
die A in sich selbst transformiren, so besitzen die charcMeristischen Gleich- 
ungen von P und Q r recipröke Wurzdn. 

Folgerung: Ist die Gesammtzahl der reciproken Wurzeln dieser 
Gleichungen r', so ist r Kr 

Oder in Worten: 

25) Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sidh selbst trans- 
formirty so kann der Bang ihrer Determinante nicht grösser sein, als die 
Anzahl der reciproken Wurzeln, welche ihre charakteristischen Gleichungen 
haben. 

Daraus folgt aber sofort der für uns sehr wuMige Satz: 

26) Wird eine Form dwrch zum Substitutionen in sich selbst trcms- 
formirt, deren cha/rakteristische Gleichungen keine reciproken Wurzdn haben, 
so muss sie identisch verschumden. 

2. Oongraente Transformationen allgemeiner Formen. 

84. Die Form A gehe durch die congruenten Substitutionen P\ P 
in sich selbst über; dann können wir wieder symbolisch geradezu 
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(11) A-^FÄP 

setzen (vergl. 82, Anfang). 

Ist nun G eine beliebige Form, ist femer 1 6r | 4" 0, so folgt 

aus (11) (G'P'G'-^){G'AG)(G-^PG)^G'äG', 

setet man hierin ^r^g, „ ^^ G-^PG =^ P,, 

aus welch' letzterer Gleichung 

folgt^ so erhält man P* A^P ^ Ä^ 

Wenn eine Substitution P eine Form A in sich selbst transformirt^ 
so transformirt jede zu P ähnliche Substitution eine zu A congruente 
Form in sich selbst. 

Ist |^m»0, so ist vorstehend auch J^4^0; ist A symmetrisch 
oder altemirendy so gilt das Gleiche von A^, 

Aus A = P^AF folgt femer 

{X^E+}^F')AF^A{X^F+X^Ey, 

ist daher |J.j=j=0, so sind die Schaaren X^E + X^F^ und X^F + l^E 
äquivalent; nach Theorem YIII sind aber auch die Schaaren X^E+X^F^ 
und Xy^E + X^F äquivalent; deshalb sind auch die Schaaren X^F+ X^E 
und X^E '\' X^F äquivalent. Daher gilt der Satz* (vergl. den Beweis 
von Satz XXVI in 82): 

XXYII. Damit eine Substitution geeignet sei; eine ordinäre 
bilineare Form in sich selbst zu transformiren, ist 
nothwendig und hinreichend, dass dieElementartheiler 
ihrer charakteristischen Determinante paarweise von 
gleichem Grade sind und für reciproke Werthe von X 
verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, welche zur 
Basis (X + l) oder (>L — 1) gehören. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir noch einen Satz auf- 
führen, der sich auf die Transformation einer smguUiren Form in sich 
selbst bezieht, obwohl derselbe keine weitere Verwendung findet. Er 
folgt unmittelbar aus Satz 24 in 83 für Q » P, P - P' und lautet: 

27) Ist A Singular, \ A \ vom Bange r, und geht A durch die lineare 
Substitution F in sich selbst Ober, so ist die dvarakteristische Determinante 
von P durch eine reciproke Funktion r'^ Grades theübar. 

85. Im Folgenden bedürfen wir noch gewisser Betrachtungen über 
zerlegbare Substitutionen. 



• Frobenius, 1. c. S. 34 



Lineare Transformationen der bilinearen Formen in sich selbst. 165 

Sei P'ÄP = ^ und P in die Theile P^, P^ zerlegbar; P^ ent- 
halte die Variabelen / ^ « x 

i\ die Yariabelen ^., / «.11^10 \ 

Setzen wir dann E^-=^x^y^ (/i « 1, 2,. . . m), 

E^-^^x^j/y (1/ — w+1, w + 2, ...»), 
so ist für (» = 1 y 2 

Pq = P^^P = PE^ = JEJqPE^ «= EqPq — ■ PqEq, 

Aus P'J.P=J. folgt daher, da P' und P in gleicher Weise zer- 
legbar sind (22), fftr 9, <y « 1, 2 

E^AEa « E^iP'AP)Ea ^ {E^P')A{PE,) = {P^E^)A{PaEa), 
oder, wenn ' i?^^^^«^^ 

cresetzt wird, 

Wir machen nunmehr die weitere Annahme, dass keine Wurzel 
der charakteristischen Gleichung von P^ zu einer Wurzel derjenigen 
von Pg reciprok ist. Die charakteristischen Gleichungen von P^ und 
P[y ebenso die von P, und P, sind aber identisch; aus der Gleichung 

P^A^P^^ A^ 
folgt daher ^ ^ q 

aus der Gleichung p' j p 

nach Satz 26) in 83. Die Gleichungen A^ » J^i ^ ^ besagen, dass 
A in die Theile A^^ und A^ zerlegbar ist (yergl. 83). Also: 

28) Wird eine Form durch eine zerlegbare Stibstäution in sich selbst 
transformirty und haben die charaMeristischen Gleichungen der beiden 
Theüe der Substitution Jceine redpröken Wurzeln^ so ist die Form in der- 
selben Weise zerlegbar , wie die Substitution. 

Noch zum Schlüsse eine fär das Folgende wichtige Bemerkung! 
Ist I il m= 0, und man setzt 

U^A-^A, 

VAV^ {AA-^) A^A-'^A) = A. 

Jede ordinäre Form A wird also durch die Substitution 

A-^A' 
in sich selbst transformirt. 
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8. Congmente Transformationen der symmetrisohen 

nnd altemirenden Formen« 

86. Wir beweisen zunächst den Satz: 

29) Jede SubstUutian U, wdche eine symmetrische Form S [äUemirende 
Form T] mit nicht verschwindender Determinante in sich selbst überführt^ 
und fü/r wdche die Determinante von E + ü [E — U] nicfit Nidl isty 
lässt sich, und zwar in nur einer Weise, auf die Gestalt 

(12) U^(S + T)-''{S-T) 
bringen, wo 

(13) T^S^[S^T^] 

eine aUemirende [symmetrische] Form bedeutet. 

Seien zunächst S und T beliebige Formen, sei |/S.+ jP| =f=0 und 
U durch (12) definirt. Dann ist wegen (12) 

(S + T){E +U)^S + T+(S + T)U^S + T+S-T, 

(14) {S + T){E+Ü) = 2S', 

analog findet man 

(15) {S + T)(E- U) = 2T, 

Setzen wir weiter voraus, dass |S| 4=0 [| T! =4= 0] sei, so ist 

auch wegen (14) [(15)] 

1^+J7|4=0 [{E-Ü^^O. 
Nun folgt aus (12) 

SÜ+ TU -S-T, 
T+TU =S-SÜ, 

(16) T{E + U) = S{E - ü) 

und hieraus, i^ \E + U\=^0 [\E - U\]^0 ist, die Gleichung (13). 
Umgekehrt folgt, wenn 

Ä + 0, |£+ Z7H=0 [|T;+0, |jB- [7|4=0] 

ist, aus (13) die Gleichung (12). 

Wir setzen nun endlich voraus, dass die Substitution ü die 
symmetrische bilineare Form S in sich selbst überführe, dass also 
symbolisch 

(17) S^Ü'SU 

sei; femer nehmen wir an, dass \E + U\=^0 sei. Dann können wir 
nach dem Vorhergehenden eine Form T bestimmen derart, dass 

Ü^(S + T)-^ (S + T) 

wird. Wir behaupten, dass unter der über U gemachten Voraus- 
setzung T eine altemirende Form ist. Denn die Formen T und 
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sind congruent; nun folgt aber aus (13) die Gleichung (16); daher ist 

T^^{E+ TJ')S{E- Ü)^S+ V'S-SÜ- ü'Sü 
oder wegen (17) T,^Ü'S-S f7; 

aus dieser Gleichung folgt aber^ da S' ^^ S ist; 

aus den beiden letzten Gleichungen endlich 

T* « — T 

Also ist Tq altemirend; dasselbe gilt Ton dem zu Tq congruenten T, 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Ganz analog beweist man den auf ein altemirendes T bezüglichen 
Theil des Satzes 29) mittelst der Gleichung 

So--(E- Ü')S(E- Ü)^(E^ Ü')T{E+ U)^TÜ- V' T, 
hier wird S',^^'CrT+ TU^S^. 

87. Wir benützen das Vorhergehende, um den Charakter der 
Substitutionen zu ermitteln, welche geeignet sind, eine symmetrische 
[altemirende] ordinäre Form in sich selbst zu transformiren. 

Angenommen P genüge den Bedingungen des Satzes XXYII. 
Dann giebt es eine Form Ä derart, dass 

Ä = F'ÄP 
ist. Hieraus folgt aber 

Es giebt mithin unter gemachter Voraussetzung auch immer eine 
symmetrische Form S=^Ä + Ä' und eine altemirende Form T^Ä—^Ä\ 
welche durch P in sich selbst übergehen. Aber es kann die Deter- 
minante Yon S oder von T Null sein, ja es kann sogar vorkommen, 
dass 8 oder T identisch Null ist. Es fragt sich aber, welches der 
Charakter einer Substitution ist, welche eine ordinäre symmetrische 
[altemirende] Form in sich selbst transformirt. 

a) Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir zunächst einmal 
an, dass die charakteristische Determinante |iL^ — P| von P nur für 
einen Werth X ^ s verschwindet, dessen Quadrat gleich Eins ist. 
Alsdann ist \aE + P\^0. 

Ist nun S [T] eine ordinäre symmetrische [altemirende] Form, die 
durch P in sich selbst übergeht, so ist auch 

U^sP [U^-eP] 

eine Substitution, welche 5 [T] in sich selbst transformirt. Diese 
Form U hat aber die weitere Eigenschaft, dass 
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\E+U\^0 [|J5;-t7| + 0] 
ist. Daher kann man nach Satz 29) in 86 

setzen, wo T[8] eine altemirende [symmetrische] Form bedeutet. Setzen 

wir nun S + T^^Ä, 

so wird, da 8 — I -^A\ 

«P-^-^-4' [-6P--4-i^'] 
und weiter 

(18) A{XE -^F)^XA- €Ä' [Ä(XE - P) - A^ + sÄ']. 

Nun hat aber nach Theorem XIX die Determinante \XÄ — eA' '* 
[| XA + sA' \] die ET von der Gestalt 

{X-sf^ [(A-5)««+l] 

stets eweimoH] wegen (18) gilt das Gleiche von \Xb — P\, Also: Die 
ET der DeterminofUe |>IJE?— P| von der GestdÜ 

{X - «)«* [{X - a)««+i] 

sind stets paartveise vorhanden. 

b) Es sei nun P irgend eine Substitution, welche eine ordinäre 
symmetrische Form S in sich selbst überführt, und in ET zerlegt 

ip{X)^\XE^P\^g>,{X)<p,{X), 

wo (Pi(X) das Produkt aller ET vorstellt, die för X^e («*=1) ver- 
schwinden: es ist also / n i /^ 

dagegen kann <P2{— f) -=■ sein. Ist der Faktor g>i{X) von q>(X) vom 
^ten (Jracle in A, dann sei P^ eine Form der Variabelen 

derart, dass für E^ — x^y^ + a^y^ H h x^ym, in ET zerlegt, 

\XE,--P,\^q>,{X), 

und Pj eine Form der Variabelen a;^, y^ (v — m + 1, w + 2, . . . n) 

derart, dass für JS^ = a;«+iym+iH ha^ny«, in ET zerlegt, 

IXE^ — PjI «= (Pi{X) 
wird (Theorem XXII). Dann ist nach Theorem V, wenn 

Po-P,+ P, 
gesetzt wird, in ET zerlegt, 

I XJ?- Pol- ViWViW « q>(X)^\XE^P\*, 
daher sind die Formen Pq und P ähnlich (Theorem XXI); | Pq ' ist 
nicht Null, weil |P|=4=0 ist; also sind wegen 

l-Pol-IJ'il-l-P»! 

auch I Pj I und [ Pj | von Null verschieden. 
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Da aber P^ und P ähnlidie Formen sind^ so giebt es nach 84 
eine zu 8 congruente Form Sq^ welche durch P^ in sich selbst trans- 
formirt wird. Pq ist aber zerlegbar^ die charakteristische Determinante 
des einen Theilea Pj yerschwindet für X — f^ die des anderen aber 

nicht für A« — = «, also sind die Formen P^ und jS^, nach Satz 28) 

in 85 in dersdben Weise zerlegbar. Es sei nun Sq, so zerlegt wie 

Po, gleich iSi + Sj. Dann sind wegen |5o 14=0 auch lÄjsf'Oj l^sl + O. 
Da 8 symmetrisch ist, so ist es auch 8^^ und zwar müssen beide 
Theile von Sq symmetrisch sein. Weiter ist (22) 

Pi5oPo- (Pi + P;;)(8,+ 8,)(P,+ P,) « Pi8,P,+ P',8,P, 
oder, da v'^ v ^ <: ^ q 

P[8,P,+ P^8,P,^8,+ 8,. 
Aus der letzten Gleichung folgt aber, da 8^ und 8^ keine Yariabele 
gemeinsam haben, pf ^^ P, = S„ P'^8, P, - 8,. 

Die ordinäre symmetrische Form 8^ geht also durch eine Substitution 
P^ in sich selbst über, deren charakteristische Determinante nur für 
A » £ Null ist. Nach dem oben unter a) Gezeigten sind daher die 
ET dieser Determinante von der Gestalt (>L — «)** doppelt vorhanden; 
das Gleiche gilt für die Determinante |>lß — P|, s kann +1 oder — 1 
sein, (üso sind die ET der Determinante \Xb — P\ von der Gestalt 
(A — 1)** und {X + 1)** pa^arweise vorhanden. 

Für eine altemirende Form T beweist man analog mittelst des 
Resultates unter a) oben, dass, wenn 

T^FTP, |T|=)=0 

ist, die charakteristische Determinante {Xs— P\ von P die ET von der 

^^"^ (x^iy-^\ {x + iy--^^ 

doppdt hesUzt. 

c) Wir behaupten nun, dass die unter e) gefundenen Bedingungen 
zusammen mit denen des Satzes XXYII nicht nur nothwendig, sondern 
auch hinreichend dafür sind, dass die Substitution P eine ordinäre 
symmetrische [alterhirende] Form in sich selbst transformirt, dass also 
folgender Satz von Frobenius gilt:*^ 

XXYin. Damit eine Substitution geeignet sei eine ordinäre 
symmetrische [altemirende] bilineare Form in sich 
selbst zu transformiren, ist nothwendigundhinreichend, 
dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Determinante paarweise von gleichem Grade sind 

• 1. c. S. 41. 
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und für reciproke Werthe verschwinden, mit Aus- 
nahme derer, die für die Werthe +1 oder —1 Null 
sind und einen ungeraden [geraden] Exponenten haben. 

Wir können uns beim Beweise auf die symmetrischen Formen 
beschränken, da derselbe für altemirende ganz analog ist. 
Es sei, in ET zerlegt, 

()pa)=iAE-p|-(p,(x).9P,a), 

wo qpi(>t) das Produkt aller ET vorstelle, die für 

X 1 

Null sind; ^){X) sei vom m*®** Grade in X* Dann giebt es eine Form 
XÄi+Ä[ der Veränderlichen 

^/*} Vn^P^^^y 2, . ..m) 
derart, dass, in ET zerlegt, 

\XÄ, + A[\^q>^{X), 

und eine Form XÄ^ — Ä^ der Variabelen 

Xyy yy{y = w + 1, w + 2, . . . h) 
derart, dass, in ET zerlegt, 

X 

wird. Denn wird z. B. (p^{X)y wenn X — — ^ gesetzt und dann mit X^"^ 

multiplizirt wird, zu g?i(>li, Aj), so sind die Faktoren von (p[{X^j A^) 
— bei der durch (p^{X) gegebenen Zerlegung — paarweise gleichen 

Orades und für reciproke Werthe von 5^ gleich Null, die Faktoren 

von der Gestalt {X^ + A^)** sind doppelt vorhanden, die von der Gestalt 
{X^+ X^^*'^'^ in gerader oder ungerader Zahl; daher giebt es nach 
Theorem XX eine Form Ä^ derart, dass, in ET zerlegt, 

;Ai^+Xa^|^<Pi(Ai, x^) 

ist. Nun ist |-4^14=0, da g?(0)^=0 ist; femer wird für >ti=JL, 

h 1 \XA^^A!,\^tp^{X), 

und zwar ist, in ET zerlegt, \XAi — A[\^ q>^{X) (37). — Auch \ A^ \ 
ist nicht Null, femer nach Voraussetzung 

und somit, wenn wir 

A, + A[^S,, A^ + A^^S^ 

eine symmetrische Form, deren Determinante nicht Null ist. Setzen 
wir daher weiter 



♦ Für m==0 bleibt das Folgd. mit selbstverständlichen Modifikationen be- 
stehen. 
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so wird 

Daher sind die Determinanten lAJE^— PJ und I^JE?^— P2I, in ET 
zerlegt^ gerade gleich (pi{l) bez. g>2(l), mithin ist^ in ET zerlegt; nach 
Theorem V 

|Ai;-PoH9,aMW»9W. 

Die Formen P und Pq sind also ähnlich (Theorem XXI), woraus zu- 
gleich folgt, dass I Pq I =f= ist. Nach 85, Schluss, hat man aber 

woraus , _ , 

folgt. Daher wird -nt o -d o 

und analog viQ V _ Q 

woraus endlich (Pi + Pi){S^ + 5,)(Pi + Pg) - 5^ + 5^ (22) oder 

sich ergiebt. Es existirt also eine ordinäre symmetrische Form Sq, 
die durch Pq in sich übergeht. Nach 84 transformirt daher auch 
die zu Pq ähnliche Substitution P eine zu Sq congruente Form, also 
ebenfalls eine symmetrische Form mit nicht verschwindender Deter- 
minante in sich selbst, w. z.b.w. 

88. Ist nun q){X) ein Produkt von Potenzen linearer Funktionen 
von X, welche die in dem Theoreme XXVIII — soweit es sich auf 
symmetrische Formen bezieht — fQr die ET von |>L-E— P| an- 
gegebene BeschafiPenheit zeigen, dann giebt es, wenn ^(A) vom Grade 
n in A ist, nach Theorem XXIV in 79 eine lineare Substitution P: 

(19) a;, = 5i,a?i-f 52.a;iH [-SniOCn (i = 1, 2, . . .n), 

deren charakteristische Funktion, in ET zerlegt, gerade qp(A) ist. 
Daher giebt es nach dem eben bewiesenen Satze XXVIII eine sym- 
metrische Form S von 2n Variabelen a;,-, y,-, welche durch die Sub- 
stitutionen (19) und 

(20) !/i = Si •• yi + S2< ^2 H f- ^myi 

in sich selbst transformirt wird; dabei ist |5|H=0. Es sei nun 8^ 
irgend eine andere ordinäre symmetrische Form von 2n Variabelen; 
dann sind nach 76, Satz 19) die Formen Sq und S congruent, und 
es giebt daher (nach 84) zu (19) bez. (20) ähnliche Substitutionen, 
welche Sq congruent in sich selbst transformiren. Da nun aber die 



'9 
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charakteristischen Determinanten dieser Substitutionen mit denen von 
(19) und (20) in den ETn übereinstimmen, so gilt der Satz: 

XXIX. Es giebt Substitutionen, die eine gegebene ordinäre 
symmetrische [alternirende] bilineare Form in sich 
selbst transformiren, deren charakteristische Deter- 
minanten vorgeschriebene Elementartheiler — im 
Sinne des Theorems XXVIII — besitzen. 

Für alternirende Formen erledigt sich der Beweis ganz analog. 

In den Theoremen XYIII und XXTX kann man für „symmetrische 
bilineare Form'^ sagen ,, quadratische Form^^ (63) und erhalt so zwei 
Theoreme über qmdratiscJie Formen, die namentlich für die Geometrie 
von ausserordentlichem Interesse sind. 

Man kann auf Grund des Theorems XXTX die Subdüidionen Jdassi- 
ficiren, die eine gegebene symmetrische büineare (quadratische) oder alter- 
nirende Form in sich selbst transformiren, indem man sich eines wieder- 
holt angewandten Principes bedient. Man setzt dabei in der Charakteristik 
einer Substitution (79) über die Exponenten, welche sich auf die Basis 
A + 1 (>t — 1) beziehen ein — (+) Zeichen. Die zu den einzelnen 
Klassen gehörigen Normalformen erhält man aus 79. 

Zum Beispiel hat man folgende 
Klassen der Substitiitionen, welche eine ordinäre temäre quadratische 

Form in sich selbst transformiren. 

+4-+ , ' 

J. [1 1 1 J r aj| ■-■ x^y x^ =» x^f x^ «=» x^, 

ö. |_ 1 1 X J • X-^ """ •*- , 02 *^ •c« • Xn ^™ ^~" Xn • 

^. L8J • X^ ^~" X*y X^ *~*^ X* "t" X^^ Xtt ^" X ~p •'^R* 

Man kann hier leicht temäre quadratische Formen angeben, die 
durch Yorstehende Substitutionen bez. in sich selbst übergehen. Durch 
1. — 3. wird die Form x^x^ + a;|, durch 4. die Form 

a^+ 2x\— 2x^x^— AiX^x^ 

in sich selbst transformirt. U.s.w. 

§ 13. Orthogonale und cyklische Formen. 

89. Zu den Substitutionen, welche eine ordinäre symmetrische 
bilineare Form in sich selbst transformiren, gehören die orthogonalen 
Substitutionen. Ist nämlich U eine solche Substitution, so hat man 
symbolisch (13) 

♦ Man kann auch [1 1 1] schreiben, da zwei Substitutionen P und — P 
nicht wesentlich verschieden sind. 
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R transformirt also die symmetrische Form E^x^y^+ ••• + aj^y» in 
sich selbst. Daher folgt sofort aus Theorem XXVIII:* 

XXX. Die Elementartheiler der charakteristischen Deter- 
minante einer orthogonalen Substitution sind paar- 
weise gleichen Grades und für reciproke Werthe 
gleich Null, mit Ausnahme derjenigen, die für +1 
oder — -1 verschwinden und einen ungeraden Ex- 
ponenten haben. 

Aus Theorem XXIX aber folgt unmittelbar der Satz:** 

XXXIa. Es giebt bei gegebenem n orthogonale Substitutionen 
für nVariabele, deren charakteristische Determinanten 
vorgeschriebene Elementartheiler — im Sinne des 
Theorems XXX — besitzen. 

Auf Grund dieses Theorems kann man die orthogonalen Sub- 
stitutionen Jclassificiren. Zu Normalformen für die Substitutionen der 
einzelnen Klassen gelangt man mittelst der in § 12 angegebenen 
Normalformen. Man ermittelt zunächst eine quadratische Form 5, 
die durch eine solche Substitution P in sich übergeht (S. 170— 171); 
alsdann sucht man diejenige Substitution Gy die jS in JS überführt, 
und findet dann aus P und G eine Substitution P^, die E in sich 
selbst transformirt (84, Anfang). 

90. Von besonderem Interesse sind die reellen orthogonalen Sub- 
stitutionen, die wir in 90 a/usschliesslich in Betracht ziehen. 

Es sei*** JB eine reelle orthogonale Form von 2n Variabelen a?,-, y,-, 

femer wieder jE = rc^yj + h ÄJ«yn und c eine Wurzel der Gleichung 

I iE — jR I « 0. Sind dann, nach fallender Grösse geordnet, a, ß, y, . . , 
die zur Basis iL — c gehörenden ET von |X-E — Ji|, so hat man für 
{XE — iJ)— ^ eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von A — c 
von der Form 

(1) (XE-iJ)-i-^(A-c)-«+P(;L-c)-«+i+--- 

Vergl. 71. Setzt man nun die rechte und linke Seite dieser Gleichung 
mit (XE — R) zusammen, so kommt 

woraus 



• 1. c. S. 48—49. 
•* 1. c. S. 49. 
••• 1. c. S. 51 flg. 
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(A - cYE^Ä{XE^B) + B{XE-B){X - c) + .••, 

und für il = c, 

(2) Ä{cE-'E)^0 

folgt. Ist nun fOr j/— 1 — i, c =* a + i6, so sei a — ih^ c; ist 

so sei A^ — iB^^A^ wobei a, h^ A^y B^ reelle Zahlen und Formen 
bedeuten. Dann folgt aus (2) durch Vertauschung von i mit — i 

(3) Ä(cE - 22) « 0. 
Es ist also nach (2) und (3) _ _ 

J.JJ = cAy AB — c-4. 

Aus der letzten Gleichung folgt weiter 

B'A'^cÄ' 
und hieraus (^AB){B^Ä') ^ ccAA'-, 

nach Voraussetzung ist aber BB^ •- £, sodass sich 

AÄ'=^ccAA\ AÄ'{l^cc)^0 

ergiebt. Nun kann aber AA' nicht Null sein (11, 5), also ist 

l-.cc = 0, cc = l, a*+6*— 1. 

Daher gilt der Satz*: 

30) Die Wwzdn der cJiarakteristischen Gleichtmg einer redien 
orthogonalen Substütdion haben sämmtlich den Modul 1. 

Wir benutzen jetzt die bekannte geometrische Darstellung com- 
plexer Zahlen durch die Punkte einer Ebene. Die Reihe (1) convergirt 
innerhalb eines gewissen, um c beschriebenen Kreises (Convergenz- 
kreis), c selbst liegt nach Satz 30) auf dem Einheitskreise. Wir be- 
schränken jetzt die Veränderliche k auf das Stück der Peripherie des 
Einheitskreises, welches innerhalb des Gonvergenzkreises liegt. Nun 
ergiebt sich aus (1) durch Zusammensetzung mit 

{X-^B-^y^^XB 
mit Rücksicht auf 12, Schluss, 

(JB' - X-^E)-^ « XBA{X - c)-« + • • • 
Bildet man rechts und links die conjugirte Form, so wird 

{B - X-^Ey^^XA'R^X - c)-«+ ... 

Vertauscht man hierin i mit — i, so erhält man, da nach Voraussetz- 
ung X~* zu X und nach (54) Satz 30) c"^ zu c conjugiert complex ist, 

• Brioßchi, Liouv. Joum. (54)Bd.l9, S. 263; Schläfli, Crelle's J. (66) Bd. 65, 
S. 186; FrobeniuB, Crelle^s J. (78) Bd. 84, S. 52; Stickelberger: üeber reelle 
orth. Snbst., Progr. der eidgen. polyt. Schale för das Schuljahr 1877/78 (erstes 
Halbjahr), Zürich 1877, S.III. 
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Hieraus folgt durch Multiplikation mit ~ E 

Jetzt entwickelt man noch >l^~^ nach Potenzen von l — c und setzt 

alsdann erhält man die Gleichung 

(4) (;LJ5?-JR)~i-d2'22'(A~c)-«+-.- 

Der Vergleich von (1) und (4) lehrt, dass 

Ä ^ dÄ'B\ 
also — 

ist. Nun ist aber AA' =|= 0, | JB' j + 0, ofeö is^ auch A^ =1= 0. (12, Anf.) 

Differentiirt man die Gleichung (1) nach A, so erhält man (21) 

-(AJE- jR)-^ a^(A-c)-«-^+---; 

durch Zusammensetzung aber erhalt man aus (1) 

(A-E-iJ)-«-^^(;i~c)-««+--- 

Der Vergleich der Exponenten von A — c in den Anfangsgliedem dieser 

beiden Entwickelungen von {XE — R) ^* zeigt, dass 

— 2a«— a — 1 
oder . 

ist; nach Theorem I ist dann auch /3 « ^ ==•••» 1. Also gilt das 
Theorem:* 

XXXn. Die charakteristische Determinante einer reellen 
orthogonalen Substitution besitzt lauter lineare 
Elementartheiler. 

Haben zwei reelle orthogonale Formen JS| und R^ dieselbe 
charakteristische Determinante, so stimmen nach y^"^!! die ET von 
I XjB — EJ und IXE— R^\ überein. Denn steckt (X — c) zur «*•'' Potenz 
in I iL E — üj — I XE — R^l, so hat jede dieser Determinanten den ET 
(A — c) a-mal. Also: 

31) Zwei orthogonale Formen mit reellen Koefficienten sind dann 
rmd ni»r dann ähnlich, toenn sie dieselbe charakteristische Determinante 
haben.** 

• FrobeniuB, I.e. S.6S; Stickelberger, I.e. S.VII. 
** Stickelberger, 1. c. Man kann eine reelle orthogonale Form in eine zu 
ihr ähnliche reelle orthogonale Form durch eine reelle orthogonale Substitution 
überführen. Denn es gilt der Satz: 

Sind zwei (reelle) arthogowüe Formen ähnlich, so sind sie attch congruent und 
können durch eine (reelle) orthogowUe Substitution in einander trcmsfomwrt werden, 
(Frobenius, Crelle's Joum. (78) Bd. 84, S.69, SB 1896, S. 15.) 
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Ist jß eine reelle orthogonale von 2n Variabelen abhangige Sub- 
stitution (Form)y so ist nach den Sätzen XXX — XXXII, wenn e die 
Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet^ in ET zerlegt. 



(5) 



2(f Stück 
^(A-l)(A-l)...(A-l)(i + l)(A + l)...(A + l), 



WO 

(6) 



6 Stück 
2p + <y + t 



Stück 



n. 



Wir wollen die rechte Seite von (5) mit ^(il) bezeichnen; es 
fragt sich dann, ob es, wenn man bei gegebenem n in (p{i) die Zahlen 
Qy 6y X beliebig, aber so wählt, dass (6) erfüllt ist, eine reelle ortho- 
gonale Substitution ü für 2n Yariabele giebt derart, dass, in ET zer- 
legt, gerade \XE-R\^ip{}) 

ist. Dieses ist in der That der Fall. Man betrachte nämlich die 
folgende reelle orthogonale Substitution 

x^ «=* cosd'iir^ — sind'j^^Tj, . . ., x%^^\ — cos^^o^s^^^i — sin^^s^^, 

iTj -» sin-ö'^ar^ -f cos'ö'jir^, . . ., oc%q — sinO'^rrj^—i + cos %'^xi^j 

X%q-\-a-\-l *** ^Sß-j-a-f-l; • • •; ^n *=** — ^n • 

Das System der charakteristischen Determinante derselben ist zerleg- 



(7) 



bar; die ET von 



X — cos ^i sin ^1 

— sin ^1 A — cos -O*! 



sind 

X — (cos^i + isind-i) — iL — c*^» und A — (cos-ö*! — isin-ö-i) = X — 6~"'^>, 

u. s. w.; daher hat nach dem Satze Y die charakteristische Deter- 
minante von (7) die gewünschten ET. Also: 

XXXIb. Es giebt bei gegebenem n reelle orthogonale Sub- 
stitutionen für n Variabelen, deren charakteristische 
Determinanten n vorgeschriebene Elementartheiler 
besitzen. 

Nach dem Satze XXIII kann jede reelle orthogonale Substitution 
durch reelle* lineare Substitution auf die Normalform (7) gebracht 
werden.** 



* Und zwar durch reelle orthogonale Substitation. Vergl. 89 n. S. 175, Anm. 
•• Stickelberger, I.e. S.V. 
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91. Wir nennen eine Form (Substitution) 

A ^^ajkXjyj, (iy ä - 1, 2, ... n) 

eine cyklische Form (Substitution) w**"^ Grades, wenn es eine 
positive, ganze, endliche Zahl m giebt derart, dass die m*® Potenz von A 
(15) gleich* E ist. A heisst eine primitive cyklische Form (Sub- 
stitution) m^"^ Grades, wenn es keine ZahH<m giebt, für die-4.'«=-E ist. 
Ist A cyklisch rn^^ Grades, P eine beliebige ordinäre Form, so 
ist B «= F-^AP gleichfalls cyklisch m^"^ Grades. Denn es ist 

5«- {F-'^AP){P-''AF) . . . {P-^AF) 

- P-^A^P - P-^EP = E. 

32) Ist A eine cyMische Form w'*" Grades, so ist jede zu A ähn- 
liche Form ebenfcblls eine cyklische Form m^^ Grades. 

Die cyklische Form m^^ Grades A genügt der Gleichung 
Die Gleichung 

hat aber bekanntlich lauter verschiedene Wurzeln; folglich hat die 
Determinante \XE'- A\ nur lineare ET (17, Satz 8]f. Sei X — c ein 
solcher, also c eine Wurzel der Gleichung | XE — J. | = 0, dann ist 
nach dem Satze am Schlüsse von 16 (f^ eine Wurzel der Gleichung 

\XE - A'^\ = \kE - E\ = {1'- ly^ 0] 

also ist ^ "».— 

cw«l, c = Vl. 

Besitzt umgekehrt die charakteristische Determinante einer Form A 
nur lineare ET und zwar nur solche, die für m^ Wurzeln aus 1 Null 
sind, so. ist A cyklisch w*®^ Grades. Denn ist, in ET zerlegt, 

\XE -- A\^{X-' B,){X- B^) , . .{X^ an)y 
wo 6?» -= 1 (i «= 1, 2, . . . n), so ist für 

die Determinante \XE—B\y in ET zerlegt, ebenfalls gleich 

{X — B^){X — £2) ... (A — £,). 

Also sind ^ und 5 ähnliche Formen (Th. XXI), B ist cyklisch m^ 
Grades, folglich auch A nach dem Satze 32. 

XXXIII. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, dass A eine cyklische Form m^^^ Grades ist. 



m**- 



* Ist E^cÄ^, 80 ist fflr B^VcA geradezu Bm = ^. Vergl. die Anmerk. 
S. 160. 

Mnth, Elomentartheiler. 12 



178 § 13, 91—92. 

bestehen darin^ dass die charakteristische Deter- 
minante von A nur lineare Elementartheiler besitzt^ 
und dass diese nur für m*® Wurzeln aus Eins ver- 
schwinden* 

Man erkennt leicht, dass A primiiiv cyklisch m^ Grades ist, wenn 
IXE—A] nur lineare ET hat, alle Wurzeln von |AjB-J.]-=0 
m^ Wurzeln aus Eins sind, und wenn sich unter diesen Wurzeln 
mindestens eine primitive Wurzel befindet; und umgekehrt. Femer 
geht aus dem Beweise von Theorem XXXIII hervor, dass man cyklische 
Formen m^^ Grades von 2w Variabelen bilden kann, die — im Sinne 
des Theorems XXXIII — vorgeschriebene ET besitzen j was wiederum 
zu einer Klassifikation der cyUischen Formen (StAstitutionen) bei ge- 
gebenem n und m führt. Wir gehen hierauf jedoch nicht näher ein, 
sondern geben noch einige Sätze über Formen**, die zugleich orthogonal 
und symmetrisch oder zugleich orthogonal und altemirend sind, welche 
sich mittelst des Satzes XXXIII einfach beweisen lassen. 

92. Sei zunächst (symbolisch) zugleich 

A'^A-^ 

Dann ist A^^ AA^^ AA'^^ E^, 

A^ ist also cyklisch zweiten Grades (91) und folglich hat |>IJB — J.| 
nur lineare ET, die für 

^T=±i 

verschwinden (XXXIII). Also: 

XXXIV. Ist eine Form zugleich orthogonal und symmetrisch, 
so sind die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Determinante alle linear und verschwinden nur für 
+ 1 oder — 1.*** 

Hat man aber gleichzeitig 

A'^A-\ A-^-A, 
«^ i«* A'^^AA^^AA-^^^E 

Setzt man daher iA ^ B, so ist 

* Diesen Satz giebt Segre, Mem. d. R. Acad. d. Scienze di Torino(86), Ser.II, 
Tom. 37, S. 6 Anm. ohne Beweis. Vergl. auch Frobenius, Grelle *8 Joum. (78) 
Bd. 84, S.16, SatzVm. 

•• Reelle oder nicht reelle. 

•♦• Frobenius, Crelle's Journ. Bd. (78) 84 , S. 26. 
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B also eine cyklische Form zweiten Grades; die ET von | AjJE+ilgJSI 
haben nach XXXIII die Gestalt ^1+ ^ oder 3i^ — ^y also haben die- 
jenigen Ton [XE—A] die Gestalt A — i oder A + i, wie sich sofort er- 
giebty wenn man li^Xy X^^i setzt. Nun gehört aber nach TXY zu 
jedem ET A-i ein ET X + i. Also: 

XXXY. Ist eine Form orthogonal und alternirend, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Deter- 
minante alle linear und verschwinden zur Hälfte für 
+ i, zur Hälfte für — i* 

Im Folgenden wird uns ein weiterer Fall entgegentreten ^ wo eine 
Determinante nur lineare ET besitzt. 



§ 14. Definite Formen. 
93. Eine quadratische Form 

D '^^OikXjXk (i, Ä «= 1, 2, . . . n) 

mit reellen Eoefficienten an^üki heisst definit, wenn sie für reelle 
Werthe der homogenen Veränderlichen Xi\x^\ . . .\Xn stets Werthe 
von demselben Vorzeichen annimmt; sie heisst positiv oder negativ^ je 
nachdem dieses Vorzeichen + oder — ist. üeber definite Formen gilt 
folgender bekannte Satz von Kronecker:** 

33) Verschwindet die definite Form D für ein reelles Werthesystem 

Ci I Ci ! . . . I c«, so bestehen die n Gleichungen 

(1) anCi + and -\ f- a*nC« — (i « 1, 2, . . . n). 

Diese Eigenschaft der definiten Formen ist für alle Untersuch- 
ungen über Schaaren quadratischer Formen ^ die eine definite Grund- 
form besitzen y von fundamentaler Bedeutung. Mit Hilfe des Satzes 33) 
beweist man z. B. sehr einfach, dass, wenn A eine beliebige reelle, 
D eine definite quadratische Form von n Variabelen ist, die Gleichung 

j |A^-f-D|«0 

nur reeUe Wurzeln hat***, vorausgesetzt, dass \XA+ D\^^Q ist. 

• Frobenins, 1 c. 

•• Kronecker, BMI868, S. 889. 

*** Weierstrass, BM 1858, S.218; BMI868, S. 388; Gundelfinger in 
Hessens Raumgeometrie, 3. Aufl. (76), IV. Suppl. u. inGundelfinger-Dingeldey, 
Vorl. a. d anal. Geom. d. Eegelschn., Leipzig 1896, S. 66 — 67. 

12* 
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Wir gehen auf die Beweise dieser Sätze nicht naher ein, da sie 
bereits unter verschiedenen Gesichtspunkten in Lehrbüchern behandelt 
sind* 

Ueber die ET der Determinante einer Schaar der eben beschriebenen 
Art gilt nun folgendes Fundamentaltheorem:** 

SXXVI. Verschwindet die Determinante einer Schaar 

X,Ä + X^B 

Yon quadratischen Formen nicht identisch, und ist 
eine ihrer Grundformen, etwa 2), definit, so haben 
L die Elementartheiler der Determinante der Schaar 

alle den Exponenten 1, mit Ausnahme der zur Basis Xj 
gehörigen ET, welch' letztere auch den Exponenten 2 
haben können. 

Wir setzen X^ = gX^ Aj « äA — 1, wodurch 

X,A + X^D^{gA + hD)X ---D^BX-D 

wird; dabei wählen wir g und h so, dass ^ =f» ist und \gA -\- HB | =f=0 
wird. Alsdann entspricht jedem ET {aX^+hX^ yoxl \X^A + X^B\ 
ein ET {a'X - &)• von | SA - D | (37). 

Wir untersuchen jetzt die ET von |>l-B — D|, und zwar wollen 
wir von nun an unter B und B die Polarformen der quadratischen 
Formen B und B verstehen; wir setzen also (63) 

B-B{xy)=\^^y,, B - I){xy) ^^^^^y, (,--1,2,...«). 

Zur Basis A — c, wo c^O sei, mögen die E T (X — c)', (X — c)/, . . . ge- 
hören, wo 6 >/*>•* • Dann hat man, wenn wieder das symbolische 
Rechnen mit Formen benutzt wird, eine Entwickelung (71) 

(2) • (,i>-I.)-.-^ + _|^+_?^,+ .., 

da die Formen B und D symmetrisch sind, gilt das Gleiche Ton 
F,G,H,... Aus (2) folgt för JE;-a;,y,+ ••• + Ä.y. 

* Baltzer, Determinanten, 6. Auflage, Leipzig (81), S. 177 ff. Gandel- 
finger-Dingeldey, 1. c. S. 66 — 67. 

•* Weierstrass, BM 1868, S. 207 ff. (068. W. Bd. I, S. 28»). Vergl. auch 
Nachtrag zu dieser Abhandl. BM 1879, S. 480; BM 1868, S. 386 ff. (Ges. W. 
Bd. IL , S. 42). FrobeniuB, Yierteljahresschrift der Naturf. -Gesellschaft in Zürich, 
Jahrg. 41, 1896, S. 20ff. Gundelfinger im IV. Suppl. von Hessens Baum- 
geometrie, 8. Aufl. (76) und in Gundelfinger-Dingeldey, Vbrles. a. d. anal. 
G. der Kegelschn., Leipzig (96), S. 67 — 68. Obiger Beweis ist mit geringen 
Modifikationen der, den Gundelfinger am zuletzt citirten Orte gegeben hat. — 
Ueber verwandte" Sätze vergl. Christof fei, Crelle's Journ. (64) Bd. 68, S. 266 
bis 272 und Gundelfinger-Dingeldey, 1. c. S. 70 — 76. 
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(X - cyE-F(XB-D) + G{XB-D)iX - c) + ••• 
und hieraus, wenn man X=~ c-{- X' setzt, 
(3) Ea'^{(c+X')FB~FD\ + )![(c + X')GB-GD\+X'%c + }:)HB-HD\+ 
Ware nun e > 1, so müsste 
(4) cFB-FD-^O, FB+cGB-GD = 

sein. Da femer (FB + cGB - GD)' •=• BF+eBG - DG ist, so 
folgt aus (4) 

(cFB - FL)G - F{BF+ cBG - DG) - 
oder 

FBFr-O; 

wegen der ersten Gleichung in (4) müsste also auch 

FDF-=0 
sein. Setzen wir aber 

F ■=■ OiXi + OfX, H h a,x» = olyi + aiy, -\ 1- aly«, 

wo die at dieselben Funktionen der yi bedeuten, wie die a/ der Xi, so 
ist per def. ^sT^dD dF -^aj) „, . 

^^^^ F'D'^FD^Diya') 

und somit j'i^ir^iJCaa'). 

Unter der gemachten Voraussetzung wäre also D{aa^) «« 0. Für Xi^yi 

wird aber a,— a/, sodass die definite Form jD fiir a;^ -» a«- Null wäre; 

nach Satz 33) wäre folglich auch D(xa) « BF^ 0, imd somit auch 

nach (4) bF^ 0. 

Da aber jPe|= ist; so müsste | £{ « sein, gegen die Voraussetzung. 

Also ist e « /• 1 (Theorem I); die ET von | AB - 2) | mit der 

Basis X — c^ wo c 4^ Oy sind alle linear ^ mithin auch die ET von 
I Aj J. + X^D I mit der Basis aX^ + ^X^j wo 6 =f= 0. * 

Wir nehmen jetzt weiter an, dass zur Basis >l die ET X*y X^^ , , , 
von I XB — B I gehören, wo « ^ /^ • • • Angenommen e wäre grösser 
als 2! Indem wir vorstehend c « setzen, gelangen wir, wie daselbst, 
zur Gleichung (3). Unter der gemachten Voraussetzung muss dann 

FB^FB-GB^GB-HB^O 

sein. Aus FB'^0 und GB - HB -= folgt aber, da FB « DFu.s.w. 

FBG - 0, 
sodass, wegen FB — GB ^0, 

GBG-^O 

wird. Aus der letzten Gleichung folgt aber, wie oben, GB ^0 und 
hieraus BF^Qj was nicht sein kann. Daher ist ß < 2, und das 
Gleiche gilt für f, g^^,^ nach Theorem I. Die ET von \XB-B\ 
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mit der Basis A haben nur Exponenten ^^1'^ oder ,,2^^, und daher auch 
die ET von \XiÄ + X^D\ mit der Basis A^. — Damit ist Satz XXXVI 
vollständig bewiesen. 

Der Satz über die Realität der Wurzeln, sowie das Theorem XXXVI 
gelten auch, wenn unter den Formen der Schaar X^A + X^B eine definite 
ist, etwa gÄ + hBj nur muss es dann im Theoreme statt „JL^'^ heissen 

„ÄA,-(7V. (37.) 

Treten in einer Schaar ewei definite Formen D^ und D^^ wo 

nicht Dy^ » const. 2)2 > ^^^; ^^ bringe man sie auf die Gestalt 

X^D^ + X^D^. 
Hätte nun ein ET von \X^D^ + X^J)^\ mit der Basis il^ den Ex- 
ponenten 2, so wäre X[D%+ iiDi eine Schaar mit definiter zweiter 
Grundform derart, dass \XiBt + XiDx\ einen ET X'^^ besässe, was 
nach XXXVI unmöglich ist. Also: 

XXXVII. Enthält eine ordinäre Schaar von quadratischen 
Formen zwei (nicht blos um eine Konstante ver- 
/ schiedene) definite Formen, so besitzt ihre Deter- 
minante lauter lineare Elementartheiler. 

94. Da die Determinante einer Schaar X^A-\- X^B bei definitem B 
ET von der im Theorem XXXVI angegebenen Beschaffenheit besitzt, 
so können in der zu X^A'\'X^B gehörigen Weierstrass'schen 
reducirten Schaar (65, Satz 15) nur Theilschaaren von der Gestalt 

Tj « AiaoXS 4- A,6aX| (6a 4= 0, ET : aaX, + baX^), 

T^^X^aaXl (ETrXj, 

T3« ^(2aaZaZa+i~ ÄXJ) 4- X^gXl (ET : Xf) 
auftreten. 

Ist I D I =f= 0, so treten Theilschaaren T^ und T^ in der Reducirten 
nicht auf; ist aber | D | » 0, so können wir 9 » + 1 nehmen; h soU 
ebenfalls stets reell gewählt werden. 

Da nach dem in 93 aufgef&hrten Satze die Determinante 

\X,A + X,B\ 

nur reelle ET besitzt, so wird nach dem zu Gleichung (6) in 65 Be- 
merkten hier 

(5) Xa^YTaXa, 

WO dca eine reeUe Form der Variabelen Xi vorstellt und €a entweder 
4- 1 oder — 1 ist. In einer Theilschaar T^ ist Sa = fa+i. 

Nun setzen wir weiter Xa für YhaXa, was einer neuen linearen 
Substitution entspricht. Aus der Substitution, welche die Schaar 
XiA + X^B in die reducirte X^Pi + X^A überführt, und dieser zweiten 
Substitution resultirt eine dritte, bei welcher die neuen Variabelen mit 
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den alten wieder durch lineare Gleichungen von der Gestalt (5) 
zusammenhängen. Wir können also gleichzeitig durch lineare Sub- 
stitution A und D auf die Gestalt 

bringen, wo die a^y aa, at und h reell sind, und wo betreffs der Xi 
das oben Bemerkte gilt. Setzen wir nun schliesslich 

X,^V7iXi (i«l,2,...n), 

so erhalten wir A und A als redle Funktionen der X'i, die selbst 
reelle, unabhängige Funktionen der Xi sind. Man kann, mit anderen 
Worten, durch eine reelle lineare Substitution A und D gleichzeitig 
bez. auf die Gestalt 

A=2«^X^»+2«-^^'±2(2a,ZfX;+i- ÄZ/«), 

bringen. Die «,- in A müssen aber alle entweder + 1 oder — 1 
sein. Denn durch eine reelle Substitution geht eine definite Form 
wieder in eine definite Form gleichen Zeichens über. Ist nun z. B. 
D positiv, so ist auch A positiv, und alle €( müssen + 1 sein. Denn 
wäre etwa «^ « — 1, so wäre für Z' — 1, Z, = 0, Zg = 0, . . . A == — 1 
gegen die Voraussetzung. Setzt man schliesslich noch 

X't « Xt , atXt^i = g- Zr + Z/+1, 

2a,Z;Zi+x-ÄZi««2Zi'Z.V, Xi'^Xi'^ 

sodass wir zu folgendem Resultat kommen: 

Ist A eine beliebige reelle , D eine definite quadratische Form, so 
kann man durch eine reelle* lineare Substitution A und D gleichzeitig 
auf die Gestalt 

A --^a^X}^ +2!baXi + 22XrZ.+i, 
bringen, w?o in ±A r Qu^rate a/ufireten, wenn \D\ vom Bange r ist. 



* Die Realität der Substitution läset sich auch, wenn man die W/sche 
Formel (6) in 65 nicht benutzen will, mittelst eines Satzes von Frobenius (SB 
1896, S. 15. Yergl. die Anmerk. 2, S. 175 oben) darthun. (Briefl. Mitth. des H. 
Frobenius vom 5. Sept. 1896.) 
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Einfache Folgerungen sind: 

a) Ist A eine beliebige reelle, D eine ordinäre defimte Form, so 
kann man durch reale lineare Subdittdion gleichzeitig A und D auf 
die Form . i^ , v« • . vs 

±A-z? + x|+ + 2; 

bringen, wo r den Bang von \A\ bedeutet. 

Hieraus geht hervor, dass sich die Schaar X^A-\' X^B^ wenn eine 
Form derselben zugleich ordinär und definit ist, durch eine reelle Sub- 
stitution auf die Gestalt 

bringen lasst (37).* 

b) Sind in zwei äquivalenten Schaaren reeller quadratischer Formen 

X^A + X^D und X^A + X^S 

die Formen D wnd D ordinär u/nd definit gleichen Zeichens^ so kann 
man die eine Schaar durch eine reelle, von X^ \ X^ unabhängige lineare 
Stibstttution in die andere trcmsformiren. 

Schliesslich bemerken wir, dass man bei gegebenem n aus Theil- 
schaaren 

eine Schaar X^fii + X^Hi zusammensetzen kann, in welcher A definit ist, und 
deren Determinante vorgeschriebene ET— im Sinne des Theorems XXXVH 
— besitzt. Hierauf lässt sich dann wieder eine Klassifikation der ordi- 
nären Formenpaare J., D, bei definitem D, gründen, welche von einer 
gewissen Zahl von Yariabelen abhängen. U. s. w. 

95* Wir haben bisher nur ordinäre Schaaren A^ J. + jl, 2) mit 
einer definiten Grundform D betrachtet. Zeigen nun, im Falle 
XiA + X^D eine singulare Schaar ist, bei definitem D die Eronecker- 
schen und Weierstrass 'sehen Invarianten der Schaar ein besonderes 
Verhalten, und welches? Diese Frage beantwortet folgendes Theorem: 

XXXVni. Ist tp eine beliebige reelle, o eine definite qua- 
dratische Form von nVariabelen x^.^.x^y und es ver- 
schwindet die Determinante der Schaar X^q> -f X^g^ 
identisch, dann sind die Eronecker'schen Invarianten 
der Schaar sämmtlich gleich 1, die Elementartheiler 
des Eoefficientensystems der Schaar sind mit 



♦ WeierstrasB, BM 1868 und 1868 [Ges W.] a.c.O. 
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Exponenten 1 versehen^ mit Ausnahme der zur Basis 
X^ gehörigen^ welcli' letztere auch Exponenten 2 
haben können. 

Beweis. Sei die Schaar it^^) + A^co -» ^ singulär, | ^ | vom Bange r; 
9 und m sollen die im Theoreme angegebene Beschaffenheit besitzen. 
Da 1^1 = ist; so sind die n Formen 

,t, - l(ii|±iiü:> = 2^9), + ü,«* (»• = 1, 2, . . . n) 

durch n — r » r unabhängige lineare Relationen verknüpfb. Sei 

(6) C,tl;^+C^ti+'" + Cntn--0 

eine dieser Relationen, und zwar sei dieselbe vom Grade m in 1^ | X^, 
also etwa 

Ci - a/A?+ aS'XJ^-U, + • • • + d'^+^Uf (i = 1, 2, . . . w). 
Fahren wir die C< in (6) ein, so erhalten wir, da ti ^ Xiq>i + X^oni, 



(7) 



.>=0. 



Diese Gleichung besteht aber für beliebige Werthe von A^ | AjJ ^s 
muss daher, wenn noch 

q)(a!'x) + m(a!x) 
g)(a'"a;) + ci)(a!'x) 



gesetzt wird. 



(8) 



+ yn 


^^n 


; 


+ yn 


(On 






= 


0, 




« 


0, 






0, 



sein, und zwar für beliebige Werthe von x^^ . . .Xw Für Xi = 
halten wir aber wegen der ersten Gleichung in (8) 

wegen der zweiten für Xi^ a\ 

g)(a'a") + o(a'a')«0; 
G>(a a) = 0. 



a? er- 



diger ist 
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Hieraus folgt aber (93, Satz 33) 

<o(a'x) «- 0, 
sodass wegen der zweiten Gleichung in (8) 

(p(a"x) - 

ist. Femer ist analog 

y(a"a"0«O, o(a"a")-0, (o(a"x)^0, u.s.w., 

sodass also 

q){a^x) «- q>(a"x) = ■ • • = q){a^"'-^^)x) — 0, 

G)(a'x) = ci)(a*'x) = .-.=- ü(a<"»+^)a:) = 

ist. Der Relation (7) zu Folge bestehen also die Gleichungen 

( «1^1 + OaV'g + + a>« - 



(9) 



Da nicht alle aff^ in (7) Null sind, so ist also jede lineare Relation 
(7) zwischen den i^t, die in A^ | A, höheren als nullten Grades ist, selbst 
eine lineare Verbindung solcher linearen Relationen (9) zwischen den 
^,-, die von X^ \ X^ unabhängig sind. Sind nun ü^ — 0, 2Jj = 0, . . . Br' = 
t' unabhängige Relationen zwischen den ^,-, die von l^ \ X^ nicht ab- 
hängen , alle anderen linearen , von l^ \ X^ unabhängigen Relationen 
zwischen den ^j aber lineare Verbindungen dieser r' Relationen, so ist 
nach Voraussetzung ir' nicht grösser als t; r' kann aber auch nicht 
kleiner als t sein, da sonst aUe zwischen den ifi bestehenden linearen 
Relationen sich durch weniger als r unabhängige Relationen linear 
ausdrücken liessen. Folglich ist r'— t; die Minimalgradzahlen der Schaar 
Xj^tp + X^(o sind mithin alle gleich NüU, die Eronecker'schen In- 
varianten der Scholar gleich Eins. 

Das Gleiche gilt für die singulare Schaar von symmetrischen 
bilinearen Formen Xiq>(xy) + X^a(xy) -» ^(:z^y) (63). Man kann daher 
q>(xy) und G)(xy) gleichzeitig linear so transformiren, dass r Variabele 
aus jeder Reihe von Veränderlichen wegfallen. Die hierzu nothigen 
Substitutionen sind reell und in Folge der Symmetrie von t(xy) con- 
gruent (53). Man kann also die singulare Schaar von quadratischen 
Formen X^q) + X^o durch eine reelle, von X^ \ X^ unabhängige Stfbstitution 
in eine solche transformiren, die nur noch n — r =» r Variabelen ab- 
hängt. Die letztere wollen wir mit X^^ + X^ci ^p bezeichnen; die 
Schaar ^ ist, wenn man sie als eine von den wirklich in ihr auf- 
tretenden r Variabelen abhängige Schaar auffasst, ordinär, a ist 
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definit^ weil a definit ist, also haben alle ET von {li'^ + X^B 
Exponenten 1^ bis auf die zur Basis X^ gehörigen^ welche auch 
Exponenten 2 haben können. Nun sind aber die ET des Systems von 
I^iy + Ij©! identisch mit den ETn von [Xi^ + Agöl; daher haben 
dieselben in der That die angegebene Beschaffenheit. 

Man kann nach 94 singulare Schaaren X^q) + l^co mit definitem cd 
bilden; die von einer gegebenen Anzahl Variabelen abhängen und 
— im Sinne unseres Theorems XXXVIII — vorgeschriebene Kron- 
ecker'^c^ und Weierstrass'^c^ Invariantefii besitzen^ sodass eine 
Klassifikation der singulären Paare quadratischer^ von einer gegebenen 
Anzahl von Variabelen abhängiger Formen q)^ ta bei definitem cd 
möglich ist. Die Paare jeder Klasse ordinärer Formenpaare (94) sowohl, 
als singulärer Formenpaare können durch reelle lineare Substitution 
auf eine Normalform gebracht werden , die aus 94 zu entnehmen ist. 

§ 15. Lineare Elementartheiler. 

96. Wir sind im Laufe unserer Untersuchungen wiederholt Formen- 
Bchaaren begegnet , deren Determinanten nur lineare ET besassen. Im 
Folgenden wollen wir uns nun mit solchen Schaaren befassen, deren 
Determinanten (Koefficientensysteme) Oberlvaupt lineare ET haben. 
Wir werden dabei eine, im Wesentlichen von Cauchy* herstammende, 
Methode kennen lernen, die Stickelberger** benutzt, um von einer 
beliebigen Schaar quadratischer oder bilinearer Formen diejenigen 
elementaren Schaaren abzusondern, welche den linearen ETn der 
Determinante (des Eoefficientensystems) der Schaar entsprechen. 

Nach dem in 37 Auseinandergesetzten kann man Untersuchungen 
über die ET der Determinante einer Schaar X^A + X^B zurückführen auf 
solche über die ET der Determinante einer Schaar f— Xg, Man kann 
dabei die Umformung der Schaar so vornehmen, dass jedem zu einer 
bestimmten Basis aX^ + bX^ gehörenden ET des Systems von 

\X,A + X^B\ 

ein mr Basis X gehörender ET gleichen Grades desjenigen von 

\f-^9\ 
entspricht. Dadurch werden viele Untersuchungen über ET bedeutend 
vereinfacht. — Noch eine zweite Bemerkung werde vorausgeschickt, 
ehe wir die Stickelberger'schen Entwickelungen vorführen. Ist 

f(p^y)-^^aßXayß (a, /J«l, 2,...n) 

• Cauchy, Exerc. de math. IV (1829), p. 140. 

** Stickelb erger, a. S. 174 c. 0. § 7. Vergl. auch die Einleitung zu dieser 
Arbeit. 



188 § 15, 96- 

eine bilineare Form Ton 2n Variabelen, bedeutet femer fi(xy) die- 
jenige Form von 2m Variabelen, welche aus f dadurch hervorgeht, 

dass man ^ 

• Xm+i = Xm+% =«••• = a;» =« U, 

setzt, dann kann man, wenn die Determinante von fi{xy) nicht Null 
ist, m lineare Formen 1^, . . . |m ^on Xm^xy • • . ^n und m lineare Formen 
^i> • • - ^m ^on 9m+ii ... 1/» so bestimmen, dass 

(1) /'(^y)-/i(^i-i-li; • • • ^+ Im-, yi + i2i, . . . »1»+ i?m) «/i(rry) 

von a?!, . . . rr«, yi, . . . y« unabhängig ist. 

Dazu ist nämlich erforderlich, dass die 2m Gleichungen 

g-0> ^,-0 (^-1,2,...«.) 

erf&llt sind. Führt man die Differentiation aus, so erhält man aus 
ihnen 



assm 



a=al a SS m 4. 1 



► (^--1,2, ...m); 



da aber ^± ötaO^j . . . a^m H= ist, so kann man hieraus die |a(^a) 

als lineare Formen der Xa(ffa) berechnen; diese la(jla) erfftllen die ge- 
stellte Forderung. Ist aaß^aßay so werden die 1^ . . . 1^^ dieselben 
Funktionen der a;«4-i, . . . rc», wie die %, . . . ijm der ym+i, . • • y«. 

a) Dies vorausgeschickt, sei nun f eine bilineare Form von 
2n Yariabelen mit einer Determinante \f\ vom Bange n— 1; ist alsdann 

(2). g-^haßXaVß (a, /3«1,2,...») 

eine weitere beliebige bilineare Form von 2n Variabelen, so ist wegen 
I /*! — die Determinante 1 ^_ j 1 

fÖr X = gleich Null. Setzt man m \f\ 

adj. aai^« Äaßy 
so wird die Ableitung von | /*— - Xg \ nach A für >L — gleich 
(3) -^baßAaß (a, /J = 1, 2, . . . n). 

Die Determinante |/*— >l9| ist also durch eine höhere Potenz von X 
als die erste theilbar oder nicht, je nachdem (3) Null ist oder nicht. 
Genügen nun x^^ x^, . . . Xn, y^ y^? • • • y« den 2n linearen Gleichungen 
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(^) Ä"^' Ä = ^ («=1,2,..«), 

SO sind, wie leicht einzusehen ist, die Produkte Xayß proportional zu 
den Aaß. Ist daher fdr diese Xa, ya 

^y^aßXaVß = (a, /J = 1, 2 . . . n), 

so ist auch (3) gleich Null, und X steckt zu höherer als erster 
Potenz in |/*— A^|; ist aber "^6« ^2?«^^ 4* 0, so verschwindet (3) nicht, 

und X steckt in \f—Xg\ nur zur ersten Potenz. Dieses benutzen wir 
sofort zum Beweise des Satzes von Stickelberger.* 

34) Wenn die Determinante der büinearen Form 

f'^^ctaßXaVß verschwindet, und die Form g '^^baßXgtfß für jede 

(a,j5 = lÄ,...n) 

-0 (« = 1,2, ...w) 

NuU ist, so hat die Determinante \f—Xg\ (das System von \f—Xg\) 
keinen zwr Basis X gehörenden linearen Elementartheiler, 

Beweis. Der Rang von \f\ sei gleich m— 1; dann sind nicht alle 
Subdeterminanten (w — 1)*~ Grades von 1/"— A^| durch X theilbar. 
Verschwinden daher alle Subdeterminanten m*^ Grades von \f—Xg\ 
identisch, so besitzt das System dieser Determinante überhaupt keinen 
zur Basis X gehörigen ET. Ist aber \f—Xg\ vom Bangem oder 
einem höheren Range, so beweisen wir den Satz, wie folgt. Wir 
greifen eine Subdeterminante m^^ Grades des Systems von \f\ heraus, 
deren Subdeterminanten (m — 1)^^*^ Grades nicht alle Null sind-, durch 
passende Anordnung der Yariabelen Xa, yß können wir bewirken, dass 

diese Determinante m*®° Grades geyade ^± c^u^tga "-c^mm wird. Seien 

femer f^ und g^ die Formen, welche man erhält, indem man in f und 
g die Variabelen Xm+iy - - *Xn, ^m+i^ • • • y» Null setzt. Verstehen wir 
jetzt unter x^^ . . . Xmy Vu * - -ym diejenigen Werthe von Xa, ya, welche 
die Gleichungen 

^-0, |A-0 (« = 1,2,. ..m) 

befriedigen, dann verschwinden für diese Werthe von Xi,.,.Xm, yif-ym 
und für Xm+i «=•••== a?n == 0, ym+i « • • • = y» « die Ableitungen von 
f nach den Xa, 2/a(« = 1> 2, . . . n). Wir haben damit also eine Lösung 
der Gleichungen (4). Für diese muss nach Voraussetzung ^ = sein, 

* Stickelberger, l.c.S.XIII, Satz VI. 
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sodass Qj^ für die eben bestimmten Werthe von x^y . . .Xmy ffi, - - ^Ifm Null 
sein muss. Nach dem oben zu Anfang dieses Abschnittes a) Gesagten 
steckt also X in \fi — Xg^\isu höherer, <ds erster Potenz. Zum gleichen 

Resultate gelangen wir, wenn wir unter ^^ ± «n-'-aOTm eine Sub- 

determinante m*®° Grades von \f\ verstehen, deren sämmtliche Sub- 
determinanten (w — l)*®'^ Grades Null ^nd, da alsdann der für f^ und 
g^ gebildete Ausdruck (3) Null ist. 

Ist daher X^ die höchste Potenz von A, welche in allen Subdeter- 
minanten m*®*^ Grades von \f—Xg\ auftritt, so ist 6 > 1; in allen Sub- 
determinanten (w — 1)**^ Grades von \f—Xg\ kann aber nach Voraus- 
setzung X nicht auftreten; daher besitzt das System von \f'—Xg\ den 
ETA* von höherem, als vom ersten Grade. Besitzt dasselbe noch weitere 
ET mit der Basis X, so sind dieselben nach Theorem I in 5 vom 
Grade e oder von höherem. Damit ist unser Satz bewiesen. 

b) Derselbe ist ein Specialfall des allgemeineren Theorems von 
Stickelberger:* 

XXXIX. Ist der Rang der Determinante der bilinearen Form 

f '^^aaßXaVfi (a, /3 « 1, 2, . . . n) gleich n — Z(Z>0), sind 

(5) X^Xy . . . XnXy ViZj '^-yni (X — 1, 2, ... ?) 

je l unabhängige Lösungen der Gleichungen 

^*^ "fe"^' ^""^ (« = 1,2,. ..n), 

und ist m der Rang des Systems der P Grössen 

(6) g.i-yhafiXa.y^z ('''^•"l'^'-M, 

^mi \a,p ««1, 2, . . . n^ 

so hat die Determinante (das System der Determinante) 

\f-Xg\, wo g^^^baßXatfß (a, /}-l,2, ... n), genau 

m lineare Elementartheiler mit der Basis X. 

• 

Vor Allem ist zu bemerken, dass die Zahl m unabhängig davon 
ist, welche l linear unabhängigen Lösungen der Gleichungen (4) ge- 
wählt werden. Wenn man nämlich statt der ursprünglich gewählten 
Lösungen l andere einführt, so ist dies gleichbedeutend mit einer 
linearen Transformation der bilinearen Form 

^gniu^vx (x, A = 1, 2, . . . 0; 

durch eine solche bleibt aber der Rang von \g^x\ ungeändert. 

Ist m » 0, d.h. verschwinden alle g^x, so behauptet unser Satz, 
dass das System von If—Xg] keinen linearen ET mit der Basis X 

• Stickelberger, I.e. Satz VII. 
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besitze. Da alsdann ^&a/? Xg y^ für alle Lösungen von (4) Null wird, 

so ist dies in der That nach Satz 34) der Fall. Unser Satz XXXIX ist 
daher für w — schon heuviesm; wir setzen nunmehr m>0 voraus. 

Geht durch lineare Substitutionen P, Q^ welche fOr die Xa lineare 
Formen der xl^ ffir die yß lineare Formen der y^ß einfahren^ die Form f 
in F=^^aaßXityß, die Form g in G ^^hlßxlyß über, so bleibt 

die Zahl m ungeändert. Denn setzen wir für den Augenblick 

und die linearen Formen, in welche die fa{p) und f{y)a übergehen, 
bez. gleich fLix^) und f (y')a, so sei für 

F(y% - daifiy'l + datf{y\+ • • - + d.nf{y'). 
wo die Determinanten ^± Ca ... c»« und ^± du ... d»« nicht Null 

sind. Nun hat man doch, um G^x^ d. h. um ^xi f^i* die transformirten 
Formen F und G zu bilden, zunächst die 2w Gleichungen Fa(x^) = 
und F(y')a = zu lösen. Der Rang ihrer Determinanten ist n — Z, 
ebenso sind die Determinanten der Gleichungen/*a(a:') = und/^(y')tf — 

vom Range « — Z, da z.B./* in yifl(x')'{ h y«/i(^0 durch die 

lineare Substitution P übergeht. Wir können und wollen daher als 
Lösungen xii,... yu, . . . der Gleichungen Fa(x')=^Of F{y%^0 
diejenigen Werthe von Xa, yl wählen, welche den Werthen (5) ver- 
möge der linearen Beziehungen P und Q bez. entsprechen. Dann ist 
aber geradezu 

GxX ^^KßXL^y^ßl ^^baflXaxyßX'='9xl] 

die Zahl m bleibt also in der That ungeändert. 

Da ferner die ET der Systeme von \f—Xg\ und \F—XG\ 
übereinstimmen, so ist evident, dass unser Satz XXXiX bewiesen ist, 
wenn er für irgend eine zu f—Xg äquivalente Form F— XG bewiesen 
ist. Nun zum Beweise selbst! 

Sei von den Subdeterminanten des Systems der g^x gerade die 
Determinante ^± ffii9n • • . 9mm von Null verschieden. Dies kann 
durch passende Anordnung der Lösungen (5) stets erreicht werden. 
Sind die Formen f und g symmetrisch ^ so kann man in (5) 

XaX-yaX ( / ' ) 

\a = 1, 2, . . . n/ 
nehmen. Dann wird 
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also 

9mx ^ gxx] 

d. h. das System der g^x wird symmetrisch. Ist nun von vornlierein die 
Determinante ^± fl'ii • • • gmm nicht von Null verschieden, so kann man 

die bilineare Form ^ggßUgVß durch congruente Transformationen in 

eine andere überführen, für welche jene Determinante nicht Null wird. 
Dies geht unmittelbar aus Artikel 7 (vergl. Satz 6) daselbst) hervor, wenn 
man die Elemente des Systems der g^x als ganze Funktionen einer 
Variabelen vom Grade Null auffasst.* Man kann aiso, mit anderen 
Worten, im FaUe der Symmetrie von f und g die Lösungen (5) so 
wählen, dass Xgx — jfgx und ^± S'ii • • • gmm nickt NuU wird. 
Wir setzen nun 

für /t » 1, 2, . . . m; alsdann wählen wir Grössen 

(8) pir, . . ,pnv] qit, . . . g«» (v = w + 1, w + 2, . . . n) 

ganz beliebig, aber so, dass die Determinanten 

^±Pu"'Pän, ^±gii . ..2n« 

nicht verschwinden. Das ist immer möglich, weil die Losungen (5) 
unabhängig sind. Dann gehe durch die Substitutionen 

f—Xg über in F— XG, wo wieder F^^a'g^Xgi/ß u.s. w. Dabei ist 



■2' " 

y = l ' ö=sl 






Daher wird, wenn mindestens eine der Zahlen a, ß ^m ist, 
(10) «iß - 0, 

da vorausgesetzt wird, dass die Grössen (7) den Gleichungen (4) ge- 
nügen. 

Nun hat man weiter 

(11) b!cX --^^bgßPgxqßX ^^^bgßXgxVßX « fl^xl 

für X, A «= 1, 2, . . . m. Also ist 

• Vergl. auch Frobenius, Crelle's Journ. (77) Bd. 82, S.242; (95) Bd. 114, 
S. 192. Gundelfinger, Crelle's Joum. (81) Bd. 91, S. 229. 
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^± &il . . . hmm '^^± ?11 • • • 9mm=^ 0; 

man kann daher nach dem zu Eingang dieses Artikels Gesagten [vergl. 
Gleichung (1)], 

G - Gi(x{ + 61, . . . a?; + 5«; y{ + rj^y . . .yL + Vm) + ö, 
setzen; wo Si, . . . Sm nur von 

Vi, " ' Vm nur YOn r r 

2fm + l> • • • y« 

linear abhängen, und wo G^ nur von den Yariabelen xln-^i, - - *Xn und 
9m+i9 • • . y« linear abMngt. Setzen wir deshalb in F—XG 

yi + Vi^yi, »2 + % - yi', . . . yi. +^m =» »m^yi+i- yü+i, ^^^yL^Vn 

und schreiben dann wieder a?i für a:«, yß för y^', so erhalten wir, da 
nach (10) die Form F nur von a^i+i, . . . a^, yi+i . . . yi abhängt, 

(13) -XG^ + F-XG^, 

wo ßj von Xtf.xln, Vif-Vm, F und 6?^ aber von xU+iy -- xi, 
ym-i-if ' ' ' yl abhängen. Seiner Definition nach ist nach wie vor 

Gl --^VaßXly'ß (a, /} « 1, 2, . . . m), 
sodass wegen (11) 

Gl ^yigaßxly^ (a, /J = 1, 2, . . . m) 
wird. "^^ 

Die Form (13) ist in die Theile — XG^ und F^ XG^ eerkgbar. 

Die ET ihres Eoefficientensystems sind daher diejenigen von \- XG^\ 

und die des Eoefficientensystems von F-XG^ zusammengenommen. 

Die Form — XG^ kann nämlich nicht identisch Null sein, da | Cr^ m» 

ist. Die Determinante |— AG^I hat aber m lineare EI mit der 

B<xsis X. Eann man also nachweisen, dass das Eoefficientensystem 

von F— XG^ keinen linearen ET mit der Basis X besitzt, so ist der 

Beweis unseres Theorems geliefert. 

Dieser Nachweis ist aber mittelst des Satzes 34) erbringlich. Wir 

zeigen einfach, dass G^ für jede Lösung der Gleichungen 

(14) lg-0, lg-0 (« = «. + !,. ..n) 

Null ist. Dann giebt es nach jenem Satze keinen ET ^ des Systems 
von \F—XG^\. Angenommen nämlich 

a?m+l, m+1; • • • Xn^ m+l> ym+l, m-^-ly • • • y«»m+l 

wäre eine Lösung von (14), fElr welche G^ nicht verschwände. Als- 
dann moffen noch . e. 

V =« 1, 2, . . . w/ 

die Zahlen oder 1 bedeuten, je nachdem w^ (i oder a^ fb ist. Da 

Math, Elementertheller. 18 
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ist ftlr a « 1, 2, . . . w, so stellen 

i^lA«; • • • ^nfi} yifi} • • • Vnfi (ft «=» 1, 2, . . . w) 

9n unabliängige Lösungen der Oleicliungen 

vor; man kann aber sofort noch eine (m + 1)^ Lösung dieser Gleichungen 
angeben^ nämlich 

^1, m+l; • • • »^«i m; J/l, m+l? • • • Ifn, m+l> 
WO 

Ocji^m^l ^ y^ TO + 1 =• 

ZU setzen ist für f» »- 1^ 2; . . . m. Bildet man nun fCLr die Formen F 
und ö « Gl + ßj die Ausdrücke jr^z und bezeichnet dieselben ent- 
sprechend mit Oxx, so wird 

Gni = Kl — üTka (x, A — 1, 2, . . . w), 

femer 

Gx, m + l = Gm + i, 1 = (x, A =» 1, 2, . . . w), 
aber 

Gm+l, m+l + 0, 
f ff 

nach Voraussetzung nicht Null ist. Es §^be daher eine Subdeter- 
minante {m + 1)^^ Grades des Systems der ö^i, die nicht Null ist, 
nämlich 

^^d: Gii . . . Gm + l, m + l"" Gm+1, m-f 1 '^.i Gii . . . Gmm 

— Gm+1, m+l • ^^ db Jii . • • ffmm- 

Das System der Oni hätte einen höheren Rang, als den Rang m, was 
nach dem zu Anfang des Abschnittes b) Bemerkten nicht sein kann, 
unsere Annahme ist daher unzulässig, G, verschwindet für jede Lösung 
der Gleichung (14). Damit ist unser Theorem vollständig bewiesen. 
Wir haben soeben die Schaar ^f+X^g in eine Schaar trans- 
formirt, die in die Theile X^F+X^G^ und X^G^ zerlegbar ist. Da 
nun |Gi|=4«0 ist, so lässt die Theilschaar If^G^ wie ohne Weiteres 
klar ist, sich auf die Gestalt 

AjKyr+.. - + 0:5^^5) 
bringen. Die hierzu nöthige Substitution lässt X^F+X^G^ unberührt. 
Daraus geht hervor, dass man in der That mittelst der hier ent- 
wickelten Methode eine beliebige Schaar X^f + X^g^ deren Koefficienten- 

system q lineare ET besitzt, in eine Schaar Ti+ T2+ \- Tq + B 

transformiren kann, die in die Theile T^, . . . T^, B zerlegbar ist, und 
in welcher T^, Tg, ... T^ elementare ordinäre Theilschaaren vorstellen 
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derart^ dass die ET von | T^^ {^ | T, {^ . . . | Tq\ gerade jene q linearen ET 
vorstellen. 

• 

Wir haben uns zum Schlüsse mit dem Falle zu beschäftigen , wo 
fwnd g symmetrische bilineare Formen sind. Zunächst erhält man^ wenn 
man f und g symmetrisch annimmt aus 34) und XXXIX zwei Sätze über 
quadratische Formen (63); die man selbst aussprechen wolle. Da femer 
im Falle der Symmetrie oben Xax -» yax angenommen werden konnte, 
so kann man hier die Transformationen (9) congruent nehmen^ so- 
dass F und G ebenfalls symmetrisch werden; die weiteren T^ns- 
formationen (12) sind aber ebenfalls congruent (vergL den Anfang dieses 
Artikels), sodass schliesslich auch G^ und G^ symmetrisch werden. 

Gl kann aber in Xiyi + V XmVm durch congruente Transformationen 

übergeführt werden (Satz 19 in 76). Aus Allem diesen geht hervor, 
dass durch die oben entwickelte Methode von jeder Schaar von quadratischen 
Formen diejenigen elementaren Scharren abgespalten werden können, tcdche 
den linearen ETn ihres Koeffidentensystems entsprechen. 

Wir haben in den letzten Paragraphen — abgesehen von vor- 
stehendem Excurse über lineare ET — zahlreiche algebraische An- 
wendungen der Weierstrass'schen und Eronecker'schen Theorieen 
gebracht. Wir geben nun im Folgenden eine Anwendung, welche die 
Weierstrass 'sehen Entwickelungen im Gebiete der linearen Differential- 
gleichungen finden. 

§ 16. Integration eines Systems linearer Differentialgleichungen 

mit konstanten Eoefflcienten.'^ 

97. Wir verstehen im Folgenden unter x^, x^^. . ,Xn Funktionen 
einer unabhängigen Veränderlichen t Ist für n solche Funktionen 
ein System von n linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koefficienten gegeben^ so lässt es sich immer auf die Form 

(1) ^'"•■»W"^^**' (»,ft = l,2,...n) 

bringen^ wo die aijiy bn Konstante vorstellen. Denn treten in den 

gßgebenen Gleichungen höhere Ableitungen ^ tritt z. B. i auf, so setzt 

dt* 
^^ dx. 

dt* dt 
wird. Dadurch erhält man ein System von n + 1 Gleichungen fOr 
n + 1 Funktionen o^j, . . . rr,-, rcj-, . . . rr«, in welchem nur die erste Ab- 
leitung von afi auftritt, u. s. w. 

* Weierstrass, Ges. W. Bd. II, S. 75-76. 

13* 
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Wir können erstens voraussetzen^ dass die n Gleichungen (1) im- 
abliängig sind; zweitens dürfen wir voraussetzen, dass sich unser 
System (1) in kein anderes uniformen lasst, in dem weniger als H un- 
bekannte Funktionen Xi von t auftreten. 

Nun componiren wir das System (1) mit n unbestimmten Eon- 
stanten ^i; Vs; ' - * y»* ^^^ erhalten dann 

^aa-j/y* =^&** ^i Vk (i, Ä - 1, 2, ... w) 
oder, wenn wir 

^aikXiffk ^(p(xy)y ^hkXiVk ^ ^{xy) (i, ä — 1, 2, ... n) 
setzen, 

(2) '-^f^-^i-y\ 

Die Determinante der bUinearen Form q>{xy) der YeranderHchen 
Xi,.,.Xn, yi, • • • y« ist nicht gleich Null. Wäre nämlich j^l^^O, 
dann konnte man den unbestimmten Grössen y^ solche Werthe bk 
geben, dass q){xb) = 

wäre. Dann wäre nach (2) 
(3) tl;(xh)'^0. 

Wäre nun iIj(x b) für dUe Werthe von x^jX^^ . , .x^ Null, so bestände 
zwischen den Gleichungen (1) eine lineare Relation, was gegen unsere 
erste Yoraussetzimg Verstössen würde. Daher ist jl;(xb) in dena:^ nicht 
identisch NuU. Man kann also vermöge (3) eine der Funktionen Xi durch 
die übrigen n — 1 linear ausdrücken. Unter der Annahme | 9 1 = liesse 
sich mithin das Gleichungssystem (1) in ein solches umformen, das 
nur n — 1 unbekannte Funktionen Xi von t enthält, gegen unsere zweite 
Voraussetzung. Die Determinante von q> ist also von NuU verschieden. 
Wir können daher, wenn 

die sämnitlichen E T der Determinante { A 9 — tf; | vorstellen, nach 
Artikel 46 (Schluss) durch lineare Substitutionen q>(xy) und '^{xy) 
gleichzeitig bez. in 

überführen. Dabei ist 

{XaTa\--^Xo^Ya. (^ -f- r « 6^ - 1), 

und (Xa Fo)«^— 1 für Ca *= 1 gleich Null zu setzen; ferner ist 

ei + Cg H 1- Cfl, = n. 
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Durcli diese Substitution geht die Gleichung (2) in 

dt '^ 
über. Ausführlicher lautet diese Gleichung 

ff U*+y=söff— 1) a (^H-y=«j,— 1) ff (ji^r^effi) 

Nun gilt aber die Gleichung (2) für beliebige Werthe von 

also gilt Dasselbe fttr die Gleichung (4) und die Ya^y und es folgen 
daher aus (4) die n Gleichungen 

(5) ~ß^f *== CaX.aOf ^^ ==* Cff Xffi+ -Xffo, ^ •*= Ca^a^eg—l +-X^a,f^--2 

(<J « 1, 2, . . . w). 

Dieses System von n linearen Differentialgleichungen^ in welches 
wir das gegebene umformt haben, zerfäUt in m Gruppen von Gleichungs- 
systemen; jede Gruppe entspricht einem ET von |>ly — ^| und ent- 
hält soviele Gleichungen, als der Exponent des zugehörigen ETs angiebt. 

Dasselbe kann aber sofort integrirt werden. Setzen wir nämlich 
in (5) kürzer 

Cff =» Cj -^Cfl ^" -A^^-l-lj Cff = Sy 

SO erhalten wir 

dX, 
a^ — — n eil — --*« , ^1, . . . -gj 

Nun bedeute e die Basis der natürlichen Logarithmen; multiplicirt man 
jede der Gleichungen (6) mit e~^\ so ergiebt sich 

und hieraus durch Integration der ersten Gleichung, wenn Ä^y A^, . . , 
Konstante bedeuten. -«r a ^et 

wegen der zweiten Gleichung in (7) somit 

und weiter durch Integration 

3;-(^^+^)e<"; 
analog folgt 

U.S. w., schliesslich 



(6) -^ = cZi, -^-cXj+Zi,:.. -yT^-cX,+ X,-.i. 
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So yerfährt man mit jeder der m Gruppen. Damit ist das System (5) 
integrirt^ aber auch wegen des bekannten linearen Zusammenhangs 
zwischen den Xofi und Xi das System (1). Die Eonstanten Ä^yA^y... 
sind die Werthe, die X^y X^, , . , f&r t « annehmen. Vermittelst 
eben dieser linearen Gleichungen kann man also auch die Eonstanten 
A^y A^y . . . aus den Werthen berechnen, die 0:1,^2; • • • ^« ^^ < — 
annehmen sollen. 

Besonders einfach gestaltet sich die Integration unseres Systems, 
wenn IJI97 — ^| nur lineare ET besitzt. Alsdann ist 

ei = ^ -=••• = e« = 1, 

und man erhält n Gleichungen von der Gestalt 

und hieraus 

Nach dieser Anwendung der ET in der Analysis geben wir eine 
grössere geometrische Anwendung der ET, bei welcher namentlich 
die Resultate des § 11 über ähnliche Formen benutzt werden.* 



§ 17. Elassiflkation der CoUineationen in einem Baume 

beliebig hoher Dimension. 

98. Wir betrachten zwei n-dimensionale Räume R und 12', in 
denen wir uns lineare Goordinaten eingeführt denken. Unter 

* Im AnschluBB an obige £ntwickelaiigen von Weierstrass sind zu nennen 
die Arbeiten von Hörn: Ueber ein System lin. partieller Diffgl., Actamath. Bd. 12; 
Beiträge znr Ausd. der Fuchs'schen- Theorie u. s. w., Acta matb. Bd. 14; Ueber 
Systeme lin. Diffgl. mit mehreren Yeränderl., Habilitationsschrift der Univ. Frei- 
barg, 1890 (Berlin, Mayer u. Müller); Zur Theorie der Systeme lin. Diffgl. mit einer 
unabh. Veränderl., Math. Ann. (91) Bd. 89 u. (92) Bd. 40 ; Zur Integr. der Systeme tot. lin. 
DiffgL mit zwei unabh. Yeränderl., Math. Ann. (92) Bd. 42 ; Ueber die Beihenentw. 
der Integr. eines Systems von Diffgl. u. s.w., Cr eile's Joum. (96) Bd. 116 u. (97) Bd. 117 
(S. 104 u. S. 254). — Durchweg verwendet die ET. Sau vage: Thäorie g^n. des 
systämes d*äquations diffär. lin. homog., Paris, Gauthier-Yillars, 1895. Eine 
wichtige Anwendung finden die ET im Gebiete der linearen Diffgl. in der 
Theorie der Fundamentalgleichung. Yergl. hierzu das Lehrbuch von L. Heffter: 
Einleitung in die Theorie der lin. Diffgl. mit einer unabh. Yariablen, Leipzig 1894, 
Kapitel XI u. ff. Daselbst findet man die weiteren hierher gehörenden Litteratur- 
angaben, denen wir noch den Hinweis auf Schlesinger, Bemerk, zur Theorie 
der Fundamentalgl. , Crelle*s Joum. (95) Bd. 114 hinzufügen. — Endlich heben 
wir noch eine Anwendung des Theorems XXXYI auf ein physikalisches Problem 
hervor, die Weierstrass [BM 1868, S. 207 ff. (Ges. W. Bd. I, S. 288 ff.)] gegeben hat 
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verstehen wir allgemein homogene Coordinaten eines Punktes x von Ry 
unter ti^ltc,! *-- l^n+i homogene Coordinaten einer Ebene u' von 22'.* 
Zwischen den Räumen Jß und i2' wird dann durch eine Gleichung 

(1) ^anXiU^'^O (i,Ä=l,2,...n + l) 

eine collineare Beziehung hergestellt^ vermöge welcher dem Punkte x 
von It der Punkt x' von R' mit den Coordinaten 

(2) Qxl^^ajkXi 

i 

und der Ebene u' von R^ die Ebene u von R mit den Coordinaten 

(3) <yt*i— ^a/*w* 

entspricht, wo q und (T weder Null noch unendlich sind. 

Ist die Determinante Ä der bilinearen Form ^^aikXiul nicht 
Null, und ist in Ä «j; ^ j 

so folgen aus den Gleichungen (2) und (3) bez. Gleichungen 

(4) tXi^^AijtXJt 
und * 

(5) mui '^^Än ut, 

i 

wo T und G> endlich und nicht Null sind; (4) stellt die ümkehrung 
der Beziehung (2), (5) die der Beziehung (3) vor. Die beiden Be- 
ziehungen (4) und (5) werden gleichzeitig durch die bilineare Gleichung 



^^itxiut^O 



dargestellt. Einem linearen Gebilde (Baume) beliebiger Dimension von 
Punkten oder Ebenen des einen Baumes entsprechen collineare lineare 
Gebilde (Baume) gleicher Dimension des anderen. Eine Collineation 
dieser Art heisst eine nicht ausartende oder eine ordinäre Collineation. 

99. Wir müssen uns etwas eingehender mit dem Falle beschäftigen, 
wo J. — ist. Sei also J. « und n — A + 1, wo h eine der Zahlen 
ly 2, . . . n, der Bang von A, Alsdann sind die n + 1 Gleichungen 

* Im Falle nsl bedeuten Ui|u29 wenn z 6. 22' eine gerade Punktreihe 
(Gerade) ist, die Eoefficienten eines Punktes (Pasch, Math. Ann. [84] Bd. 28, 
S. 419), im Falle n — 2 bedeuten t^i | K2 I ^s ^^ Coordinaten einer Geraden u', wenn 
z.B. M' ein ebenes System (eine Ebene) vorstellt. 
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(6) ^anyt-O 

i 

durch »+1 — (n — Ä+1)**Ä lineare unabhängige Relationen ver- 
knüpft. Daher existirt in 12 ein lineares Gebilde (h — 1)^' Dimension 
Pa_i* derart, dass aUe P%mkte y von P*— i die Gleichung (6) be- 
friedigen; diese Punkte y heissen singulare Punkte des Baumes 22, 
Fh—i heisst ein singuläres lineares Gebilde (singulärer linearer 
Baum)'^ von Punkten in 22. Analog werden die Gleichungen 

(7) ^a,i.v[^0 

k 

durch die Ebenen v' eines linearen Gebildes (Ä — 1)*®' Dimension 
TTa_i des Baumes 22' befriedigt; diese Ebenen v^ heissen singulare 
Ebenen von 22'; TTii.i heisst ein singuläres lineares Gebilde 
(singulärer linearer Baum) von Ebenen in 22'. 

Seien nun xx' homologe Punkte unserer Collineation; dann be- 
stehen die Gleichungen (2), aus denen durch Gomposition mit 

Vi\vi\...\v'n 

Q^^k Vk -=^«i k Xi vi ^^Xj ^g, * Vk 

k i k 

folgt. Ist nun t;' eine singulare Ebene von 22', so ist wegen (7) 

(8) Q^xi vi = 0, 

k 

also ist entweder p » oder 

(9) x[v[ + '" + x'n^iv:+i^O] 

d. h. es entspricht vermöge der singulären Collineation (2) jedem 
Punkte von 22 ein bestimmter Punkt x* von 22', der nach (9) auf allen 
Ebenen des Gebildes*** TTi— i, mithin auf dem Trl^er dieses Gebildes 
liegt, es müsste denn x ein singulärer Punkt des Baumes 22 sein; 
dann sind die Gleichungen (2) bei beliebigen Xi wegen (6) durch Q'^O 
erfüllt; mit anderen Worten, x' ist ganz unbestimmt, umgekehrt: Ist 
x' in 22' gegeben, und wird der Punkt x von 22 gesucht, welchem x' 
vermöge (2) entspricht, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Liegt 
erstens x' nicht auf allen Ebenen des Gebildes TTi^i, so muss 



* Im Falle ^ » 1 ein einzehier Punkt. 

** Segre, Sulla teoria e suUa classificazione delle omografie in uno spazio 
lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Reale Acad. dei Lincei (84), Serie 3 a, 
Bd. XIX, S. 6. Yergl. diese Arbeit auch im Folgd. 

*** Der Zusatz „linear" bleibt in Folgd. zuweilen weg, da überhaupt hier 
nur lineare Gebilde auftreten. 
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wegen (8) 9 » sein; aus den Gleichungen (2) und (6) geht dann 
unmittelbar hervor, dass jeder singulare Punkt von E homolog zu x* 
ist. Liegt aber zweitens x' auf dem Träger des Raumes TTa—i, 
dann sind wegen (7) und (9) die öleichungen (2) durch h linear un- 
abhängige Relationen verbunden , man hat f£Lr die Unbekannten 

also n + l — h Gleichungen, und es giebt daher im Baume JR ein 
lineares Gebilde Sk von der Dimension A, dessen Punkte sämmtlich 
zu x^ homolog sind. Dieses lineare Punktgebilde 8k muss das Ge- 
bilde Pa_i enthalten, weil jedem Punkte von Pa— i alle Punkte von JR' 
entsprechen. Analoges gilt für homologe Ebenen. Eine GoUineation 
der eben betrachteten Art heisst eine singulare GoUineation 
A**' Species.* Wir stellen ihre Eigenschaften nochmals zusammen: 

Es entspracht bez. entsprechen 

einem Punkte von JR im AUg. . . . ein Punkt von 12', der auf dem 

Träger des singulären Gebildes 
ni^i Uegt; 

einem Punkte von 12' im AUg. . . . alle Punkte des singulären Gebildes 

Pa-1 in B; 
einem Punkte von P*— 1 in P . . . alle Punkte von P'; 

einem Punkte von 1?, der auf dem. . . die Punkte eines linearen Gebildes 
Träger von TTj(«i liegt Sn von P, das Pa— 1 enthält; 

einer Ebene von P im Allg alle Ebenen von TTa^i; 

einer Ebene von P' im Allg. . . . eine durch Pa—i gehende Ebene 

von P; 

einer durch Pa~i gehenden Ebene. . die Ebenen eines linearen Gebildes 
von P 3la von A**' Dimension in P', 

welches TTa_i enthält; 

einer Ebene des Gebildes TTa_i . . . alle Ebenen von P. 
von P' 

100. Die durch Pa^i gehenden Gebilde Sh{]^<n) sind die Ele- 
mente eines linearen Gebildes (n — A)^' Dimension, und diese sind 
durch die betrachtete singulare Eollineation collinear (projektiv) auf 
die Punkte des Trägers des Gebildes TTa_i** bezogen, die ein lineares 
Punktgebilde (n — A)^' Dimension constituiren. Analog sind die das 
Gebilde TTa^i enthaltenden Gebilde Za die Elemente eines linearen 
Gebildes (n — A)^^' Dimension, und diese Elemente sind vermöge 

* Segre, I.e. S. 7. 
** Bez. bei Ä « 1 auf die Punkte der Ebene TTo. 
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der singulären Collineation collinear (projektiv) bezogen auf die 
Ebenen, die den Träger von Ph—i bilden.^ Beide Beziehungen sinii 
nicht Singular, d. h. sie werden durch lineare Gleichungen yermittelt, 
deren Determinanten nicht Null sind; jede derselben ist die Folge der 
andern. Z. B. hat man f&r n + 1 » 4, also im gewohnlichen Räume, 
bei einer singulären Collineation erster Species einen singulären Punkt Pq 
in JR und eine singulare Ebene TT^ in R\ Zwischen dem Bündel P^ 
und dem ebenen Systeme TT^ wird durch die singulare Collineation 
eine coUineare (nicht singulare) Verwandtschaft hergestellt. Jedem 
Strahle jc von Pq entspricht ein Punkt p von TTq dadurch, dass allen 
Punkten von % durch (1) ein und derselbe Punkt p auf TTg zugeordnet 
ist, U.S.W. — 

Ist wieder die Determinante A vom Range n — Ä + 1 = »"; so kann 
man die (n + 1) linearen Formen 

i 

als lineare Formen von r unabhängigen linearen Formen 

(1) (2) {r) 

darsteüen, wo «x ,««,..• «x 

Die Collineation h^ Species (1) lässt sich daher auf die Form 

(10) pi al?^ wlcD + Qi aT ttl(«) + \-Qr «x ^ Ua(^) « 

bringen, wo die 

tilw = wl oi*^ + 14 olT^ + h Un+i airii 

lineare Formen der Uk bedeuten. 

Die Punkte, welche die Gleichungen 

ßx «= U, «X ^ "> • • • Ofx "■ V 

befriedigen, sind die Punkte des Gebildes Pa~i, die Ebenen, welche 
den Gleichungen , . 

genügen, sind die Ebenen des singulären Gebildes TTa.i. Diejenigen 
Punkte, welche die Gleichungen 

befriedigen, erfüllen ein Gebilde Sa von h^* Dimension; allen diesen 
Punkten ist durch die collineare Beziehung (10) ein und derselbe 

* Bez. bei ä = 1 auf die Ebenen des Punktes P«. 
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Punkt a^^^ zugeordnet; u. s.w. Man kann also jetzt sofort r durch Pa— i 
gehende Gebilde 8k und die ihnen entsprechenden Punkte a^^\ a^^\ . . a^**) 
auf dem Träger T von TTa^i angeben; die Goordinaten dieser r Ge- 
bilde äk\ . . . I^h^ sind unabhängig. Entspricht daher einem (r + 1)*«" 
Gebilde äk'^^\ das Pa—i enthält, und dessen Goordinaten nicht linear 
abhangig sind von denjenigen von r — 1 der Gebilde äk\ . . . Sk^y 
der Punkt a^'"^^) von T^ so ist durch die Zuordnung der Elemente af^^ 
nnd ^k\ a^*^ und /Si% . . . a^*""^^^ und Si'""*"*^ gerade die collineare, nicht 
singulare Beziehung festgelegt, welche durch die singulare CoUineation 
(1) zwischen den Elementen des Gebildes (n — Ä)**' Dimension mit 
dem Träger Pa^i und den Punkten des Trägers von TTa^i hergestellt 
wird. Ist umgekehrt fOr ein bestimmtes n und h (h< n) eine col- 
lineare, nicht singulare Beziehung dadurch gegeben, dass den Elementen 
äk\ . , . I^k"^^^ eines Gebildes (n — Ä)**' Dimension von R der oben be- 
schriebenen Art bez. die Punkte a^^\ . . . a^''+^) eines linearen Punkt- 
gebUdes (n - h)^^ Dimension von R zugeordnet sind, so giebt es eine 
singulare collineare Verwandtschaft h^' Species zwischen R und R\ 
welche diese nicht singulare Gollineation zwischen den beiden Ge- 
bilden (n — hy*' Dimension herstellt. In der That werden dann durch 
eine bilineare Gleichung von der Gestalt der Gleichung (10) den 
Elementen Sk\ - . . SV die Punkte a^*>, . . . a^*") bez. zugeordnet bei 
noch willkürlichen q^, , . . Qr, Verlangt man dann weiter, dass dem 
Elemente /Sa"*"*^ der Punkt a^^^ entspreche, so bedingt dies (r — l) 
Gleichungen f&r die homogenen Veränderlichen q^, . . . Qr] diese sind 
also bestimmt. Die so erhaltene Gollineation (10) ist aber eine 
singulare &^' Species. 

lOL Wir betrachten von nun an eine beliebige Gollineation (1) 
zwischen zwei aufeinanderliegenden (canjektiven) Räumen R und 12' von 
n^' Dimension, um die Punkte x zu bestimmen, die mit ihren 
homologen zusammenfallen, hat man dann die (n + 1) Gleichungen 



(11) ^Xk^^aaXi 

i 

zu lösen. Um dies auszuftihren, muss man bekanntlich zuerst die 
charakteristische Gleichung 

(12) A(X) = |A-a,Al-0 

der Gollineation auflösen. Diese hat im Allgemeinen n + 1 ver- 
schiedene Wurzeln Ci, c^, . . . c^+i. Für A « c,(i = 1, 2, . . . n -f 1) 
werden die n-j-1 linearen Gleichungen (11) lösbar; daJier besitzt eine 
CoUineation im n-dimensionälen Räume im Allgemeinen n + 1 Doppel- 
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punhte. Es kann sich nun aber ereignen^ dass einer Wurzel mehr als 
ein Doppelpunkt entspricht. Verschwindet nämlich för X = d nicht 
nur A(>1), sondern sind auch gleichzeitig alle «Subdeterminanten 
(w — Ä + 2)**" Grades von A(X) gleich Null, aber nicht alle Subdeter- 
minanten (w — Ä + 1)*^ Grades, dann sind für X = c,- die Gleichungen 
(11) durch h unabhängige lineare Gleichungen verknüpft; daher giebt 
es cx)*— ^ Doppelpunkte, die ein lineares Gebilde (Ä — 1)*®' Dimension 
erfüllen. Alle die verschiedenen linearen Gebilde von Doppelpunkten, 
die auf diese Weise den verschiedenen Wurzeln der Gleichung A(>1) = 
entsprechen, heissen die Fundamental-Punktgebilde (Fundamen- 
talräume von Punkten) der Collineation* Analog erhält man 
durch Auflösen der Gleichungen 

(13) XUi'^^anUk 

k 

die Fundamental-Ebenengebilde (Fundamentalräume von 
Ebenen) der CoUineation.*^ Im allgemeinen Falle bestehen die 
ersteren Gebilde aus n + 1 einzelnen Punkten, die letzteren aus n + 1 
Ebenen; diese n + 1 Ebenen sind die Ebenen, welche durch je n von 
den n + 1 Doppelpunkten bestimmt werden.*** 

Ist die Collineation eine singulare &^®' Species, so ist Ph^i eines 
der Fundamental-Punktgebilde, TTa^i eines der Fundamental-Ebenen- 
gebilde; beide Gebilde entsprechen der Wurzel A -» der Gleichung 
A(A) - 0. 

102* Nach dem Satze 22 in 81 giebt es eine (nicht ausartende) 
Beciprocität (Gorrelation) C, welch die Collineation (1) in sich selbst 
transformirt. Entspricht vermöge dieser ßeciprocität dem Punkte x 
von jB die Ebene t?'~ t;i| vi | . . .|t?i+i von R\ der Ebene u- von R^ 
der Punkt y -* ^i | J/j | • • • | Vn+i von 22, so ist also 

(14) ^at jt Xi Mi — ^a/ k Vi vi 

Entspricht daher weiter vermöge C dem Punkte af von JB' die Ebene 



t; = Vi , Vg 



l«?n + l 



von jB, so ist hei ^^üikXiUk^O wegen (14) auch ^^a.ty.vi = 0, 

* Yeronese, Ann. d. math. (83) Serie 2a, tom.XI, p. 115. 

** Fundamentalgebilde 0^' Dimension (Fundamentalelemente) sind also die 
einzelnen Doppelpunkte bez. Doppelebenen. « 

*** Im Falle n»! oder n»=2, also z.B. für anfeinanderliegende collineare 
gerade Punktreihen oder ebene Systeme erleiden obige Ausfahrungen selbst- 
verständliche Modifikationen. 
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d.h. der Ebene t?' von JR' entspricht durch die Collineation (1) die 
Ebene v von B. 

Ist X ein Doppelpunkt der Collineation (1); so ist für einen ge- 
wissen Werth d von X nach (11) 

bei beliebigen ui; daher ist^ da durch die Beciprocität C die Form 
^lUiH ha?«+iw»+i in y^vi-i hy^+iv^i übergeht, 

bei beliebigen j^,-; v' ist daher eine Doppelebene der Collineation (1), 
und es gilt somit der Satz: 

a) Die Fundamental' Punktgehilde und Fundamental- Ebenengebüde, 
die einer und derselben Wurzel der Gleichung A (A) «= ent- 
sprechen, sind homologe Gebüde einer Bedprodtät. 

Nun seien c^ und c^ zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
A(>1) = 0; X ^ sf sei ein c^ entsprechender Doppelpunkt, w « u' eine 
c^ entsprechende Doppelebene unserer Collineation; dann ergiebt sich 
aus (11) und (13) durch Composition mit m^ | . . . j ^«4.1 bez. mit 

Ci > Xk Uk — > aik Xi Uk, 

C^^Xi Ui '^^(^ik XiUk. 

Hieraus folirt . n/ , , \ /\ 

(^ — ^)(^^ H 1- ^n+lXnJi-l) « 0. 

Da aber c^ «1« c^ ist, so muss folglich 

sein. Also: 

6) Jedes Fundamental- Pufüctgdnlde liegt in den Trägem aller nicht 
im ihm homologen Fimdamental-Ebenengebüde.* 

Man spreche auch den dualen Satz aus. 

Wir wollen einen weiteren Satz über die Pundamentalgebilde ab- 
leiten. Die Verbindungsgerade zweier homologen Punkte x,x!** ent- 
halt den Punkt mit der Gleichung 

Aj VwJ Xi + X^^ai i Xi Mi — 

in Ebenencoordinaten u\, Soll derselbe in einer bestimmten Ebene v 
liegen, so muss 

* Segre, 1. c. S. 16. 
** Das lineare Punktgebilde erster Dimension, das x und x' enthält. 
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^ ^V.^. + ^ ^CHkXiVk = 

sein. Daher schneidet die Gerade xx' die Ebene v im Punkte p mit 
der Gleichung 

(15) ^yliXi^OikXiVk —^Vj Xi^atkXiult «= 0. 

Ist insbesondere v eine zur Wurzel Ci Ton A(>1) «= gehörige Doppel- 
ebene, so ist nach Obigem 

(16) Ci ^Vi Xi '--^atk Xi Vk 

bei allen Xi. Aus (15) und (16) folgt aber 

(17) Ci^u'iXi-^anXiul - 

als Gleichung von p. Diese Gleichung ist nicht von v abhängig. 
Daher gehen alle Ebenen des zu Ci gehörigen Fundamental- Ebenen- 
gebildes durch p. Also trifft die Gerade xx' den Treuer dieses Ge- 
bildes; d war aber eine beliebige Wurzel von A(A) = 0. Also: 

c) Die Verbindtmgsgeraden homologer Punkte der CoUineation treffen 

die Träger sämmUicher Fundamental- Ebenengd)ilde. 

Entsprechen den (verschiedenen) Wurzeln c^ und c^ Fundamental- 

Ebenengebilde mit den Trägem 2\ und T^y so hat man fiir die 

gemeinsamen Punkte p^j p^ der Geraden xx* und der Trager 7\ und 

Tg nach (17) bez. die Gleichungen 

q ^u[ Xi — ^g/jb Xi M* — 0, Cj ^u\ Xi — ^g, k Xt ul « 0. 

Das DoppelverMUniss der vier Pwnkte xx^p^p^ ist daher gleich — ; das- 

selbe wird bez. oo^ wenn eines der Fundamental -Ebenengebilde zugleich 
das singulare Ebenengebilde einer (singulären) Gollineation vorstellt 

Man bezeichnet das Verhältniss zweier (verschiedenen) Wurzeln 
von A(>1) — als eine absolute Invariante der CoUineation (1), 
vorausgesetzt, dass die CoUineation nicht singulär ist. Ist die Gol- 
lineation (1) singulär, so sind die Verhältnisse je zweier unter sich und 
von Null verschiedener Wurzeln von A(A) — als absolute Invarianten 
der CoUineation aufzufassen. Besitzt eine ColUneation m unabhängige 
absolute Invarianten, so bezeichnet man irgend welche m unabhängige 
Invarianten derselben kurz als die absoluten Invarianten der CoUineation. 
Im AUgemeinen besitzt eine ordinäre CoUineation (1) n, eine singulare 
CoUineation ä*" Species (1) n — h absolute Invarianter). 

Die absoluten Invarianten bedeuten nach dem Vorhergehenden 
Doppelverhältnisse von Punkten. Man kann aber, indem man die 
dualen Betrachtungen ansteUt, die absoluten Invarianten auch als 
Doppelverhaltnisse von vier Ebenen deuten. Es ergiebt sich so endUch, 
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dass die Punktreihen^ gebildet aus zwei homologen Punkten x,x' und 
den Trefi^unkten der Geraden xx' mit den Trägem der Fundamental- 
Ebenenräume projektiv sind unter sich und auch zu den Ebenenbüscheln^ 
gebildet aus zwei homologen Ebenen u,u* und den Ebenen, welche 
das Ebenenbüschel uu* und die Träger der Fundamental -Punkträume 
mit einander gemein haben. 

Von Wichtigkeit ist schliesslich noch der Satz: 

d) Zwei Fundamentalgebilde gleicher Art haben niemals ein Element 

gemein. 

Denn wäre -^-^ '^-t 

Ci ock — > üi jt Xiy c, Xi — > ai k Xiy 

• i 

SO wäre 

also, wenn c^^c^^ 

ar^ « ^2 = • • = a:*H.i « 0, 

während nicht alle Xk Null sind. 

Liegt der Punkt x auf der Doppelebene t?, so liegt nach (16) auch 
der zu x homologe Punkt x^ auf v. Auf jeder Doppelebene v wird 
also durch die CoUineation (1) eine ccUineare Beziehung K hergestdlt. 
Fundamental-Punktgebilde derselben sind alle diejenigen der Gol- 
lineation (1), welche nicht dem Fundamental -Ebenengebilde entsprechen, 
welchem v angehört (Satz b). Fundamental-Punktgebilde von K sind 
aber auch diejenigen Punktgebilde, in welchen unsere Doppelebene v das 
entsprechende Fundamental-Punktgebilde schneidet*; ausser den Punkten 
dieser Gebilde sind keine anderen Punkte von v Doppelpunkte der Gol- 
lineation K. — Analoges gilt, wenn man anstatt einer Doppelebene v 
den Schnitt mehrerer DoppeUbenen desselben Fundamentedraumes in Be- 
tracht zieht. — Endlich fasse man noch die Gollineation in's Auge, 
welche durch (1) auf dem Träger T** eines Fundamental -Ebenenraumes 
hergestellt wird. Fundamental- Punkträume derselben sind alle die- 
jenigen von (1), welche nicht dem betrachteten Fundamental-Ebenen- 
raume entsprechen (Satz b), und dann noch das Gebilde der ge- 
meinsamen Punkte von T und dem entsprechenden Fundamental- 
Punktraume, falls gemeinsame Punkte überhaupt existiren. — Die zu 
vorstehenden reciproken Betrachtungen wolle man selbst anstellen. 

103. In der bilinearen Form ^a,*a:<ttl, die wir mit f{xu') be- 
zeichnen wollen, sind die Veränderlichen x,- und ul als Punkt- bez. 



* Vorausgesetzt, dass letzteres Gebilde kein einzelner Punkt ist. Vergl. 
Satz e auf S. 212. 

*♦ Falls T kein Punkt ist; ist T ein Punkt, so ist es ein Doppelpunkt der 
CoUineation. 
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Ebenencoordinaten contragrediente Yariabele. Geht daher die Form 
f(xu^) durch eine Goordinatentransformation im Baume Jß •-> 12' oder 
eine projektive (coUineare oder reciproke) Umformung des Baumes 
R^R' in eine Form F{XW) über, so sind f{xu') und F{XU') 
ähnliche bez. duale Formen (30); und somit stimmen die ET ihrer 
charakteristischen Determinanten überein; stimmen umgekehrt die ET 
dieser Determinanten für zwei bilineare Formen überein^ so sind die- 
selben ähnliche bez. duale Formen (Theorem XXI und XXV). Wir 
bezeichnen die charakteristische Determinante der Form f(xu^) zu- 
gleich als die charakteristische Determinante der Collineation 
f(xu^) — 0, die Charakteristik der Form f(xu*) mit contragredienten 
Veränderlichen (78) zugleich als die Charakteristik* der Col- 
lineation f(xu^) — 0. 

Die Collineation (1) habe die Charakteristik 

(18) [(e„ ei, . . . 4*.-!)) (e,, e,', . . . 4*«-i)) . . . (e,, e/, . . . i^^i-^% 

wo die e in den runden Klammem nach fallender Grösse geordnet 
seien; die Exponenten der i^^, rundgeklammerten Gruppe sollen sich auf 
die Basis (A — ci) beziehen. Danach steckt der Theiler (X — d) in A (iL) 
zur Potenz , (* i) 

in allen Subdeterminanten »**■* Grades von A (>L) zur Potenz 

Ci -r • • • T" 6,- , 
u. s. w., schliesslich in allen Subdeterminanten (n — Äf + 2)*^ Grades 
zur Potenz (\— i) 

aber in allen Subdeterminanten (n — Ä,- + 1)^^ Grades tritt (>L — c») 
nicht gleichzeitig auf. Daher verschwinden fQr X^Ci alle Subdeter- 
minanten (n — hi + 2)*^, aber nicht alle Subdeterminanten (n — Ä,- + 1)**** 
Grades ; und somit gehört zur Wurzel Ci von A(>1) — ein Fundamental- 
Punktgebilde und Fundamental -Ebenengebilde (ä< — !)*•' Dimension. 
Auf diese Weise ist jeder Exponentengruppe aus (18) ein Fundamental' 
Punkt und ein Fumdamentat-Fbenengehüde eugeord/net. Enthalt die 
Gruppe hi Exponenten , so sind diese OebUde (A, — !)*•' Dimension. 

Ist die Collineation singulär^ und beziehen sich die Exponenten 
der Gruppe 

(19) («.-, «}, • . . «I*«-'') 

aus (18) auf die Basis X, so ist für A « die Determinante A(X); wie 
wir eben sahen, vom Bange (w — Ä< -f 1); die Collineation ist daher 
Singular Ä**"' Species (99); die zur Gruppe (19) gehörenden Fundamental- 

• Vergl. Segre, 1. c. S. 13. 
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gebilde sind zugleicli die singulären Gebilde der Gollineation. In der 
Charakteristik einer jeden singulären CoUineation V^' Species tritt um- 
gekehrt stets eine zur Basis X gehörende Exponentengruppe (19) auf. 
Ueber diese Exponenten werden wir im Folgenden eine ,^Null^' setzen; 
dass man sowohl ordinäre, als singulare CcUineoHonen h/^ Species mü 
wjTgeschriä>enen Charakteristiken lüden kann, geht tmmittelbar am 
Theorem XXII hervor. 

Nunmehr klassificiren wir nach einem oft angewandten Principe 
die ordinären Gollineationen des n-dimensionalen Baumes, wie folgt: 

Wir recftnen zur selben Klasse ääe diyenigen ordinären CoUineationen, 
welche dieselbe Charakteristik haben. 

Analog klassificiren wir die singulären Gollineationen gleicher 
Species des n-dimensionalen Baumes: 

Wir rechnen zur selben Klasse von singulären CoUineationen hf^" 
Species diejenigen CoUineationen, wdche dieselbe Charakteristik besitzen. 

Sind die Formen f(xu*) und F{XTJ^) ähnlich, so gehören die 

Gollineationen f(xu') =» und F(X U') =» zur selben Klasse (siehe 

diesen Artikel oben). Wir wollen nun umgekehrt voraussetzen, dass zwei 

Gollineationen f{xu^) — und F(XU') — zur selben Klasse gehören. 

Für /*"- beziehe sich die öruppe (19) ihrer gemeinsamen Gharakteristik 

(18) auf die Basis (A - c.), fQr F=0 auf die Basis (A - (i> Ist 

alsdann , , , 

Ci : Ci : • • • : c< = Ci : ci : • • • • c/, 

80 sind die Gollineationen /*»0 und F=0 identisch bez. projektiv 
identisch. Denn ist ffir ein endliches, von Null verschiedenes p, 

so besitzen die charakteristischen Determinanten von f und qF die* 
selben ET; daher sind die Formen f und F ähnlich bez. dual 
(Theorem XXI bez. XXV); die Gollineationen i?"- und (>JP= sind 
aber identisch; also sind in der That unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Gollineationen f^O und F^O identisch bez. projektiv 
gleich. — Haben zwei Gollineationen dieselbe Charakteristik (18) und 
gehört zu einer Gruppe (19) derselben für die eine die Basis {X — c«), 
fOr die andere die Basis {X — c[), so wollen wir d und d entsprechende 
Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichungen neimen; man kann dann, 

wenn d und c,-, Ck und Ck entsprechende von Null verschiedene Wurzeln 

c. c? 

zweier Gollineationen mit gleicher Gharakteristik sind, -^ und -7 ent- 
sprechende absolute Invarianten der Gollineationen nennen (102). Nach 
dem Vorausgehenden gilt der Satz: 

Math, ElementartheUer. 14 
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35) Zwei CölUneaiionen sind dcmn und nur dann identisch hee. 
projektiv identisch, wenn sie 1) zur sdben Klasse gehören^ und wenn 
2) die entsprechenden absoluten Invarianten derselben Obereinstimmen. 

Zu jeder Klasse Yon CoUineationen gehört eine Normalform y auf 
welche alle CoUineationen derselben durch lineare Goordinaten- 
transformation (bez. durch eine projektive Umformung) gebracht werden 
können. (Vergl. § 11, insbesondere Gleichung (1) daselbst.) 

104* Wir betrachten eine Gollineation (1), deren Charakteristik 
durch (18) gegeben sei*; eine Gruppe (19) aus derselben beziehe sich 
auf den linearen Theiler (A — c) von A (X); der dieser Gruppe (19) 
zugeordnete Fundamental- Ebenenraum (Ä, — 1)**' Dimension (103) be- 
sitzt einen Trager von der Dimension (n — ht), auf welchem durch 
die Collineation (Ij eine collineare Beziehung hergestellt wird (102), 
die wir mit K bezeichnen wollen. Welches ist nun die Charakteristik 
dieser CcHineation K, und welche absolute Invarianten besitzt K? 

Diese Fragen beantwortet man am einfachsten mittelst der 
Normalform der Collineation (1). Zunächst können wir, ohne die 
Allgemeinheit zu beeinträchtigen, annehmen, dass die Gruppe (19) 
die erste in (18) sei; vnr schreiben femer 6^*) für eff\ 

Alsdann können wir nach 77 [vergl daselbst die Gleichung (1)] 
unsere Collineation (1) durch lineare Coordinatentransformation auf 
die Gestalt 

^ (a?itii + Vx^ui) + (x^u^ + h oJe-itt^)** 

m\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \\ 

+ a:(xw)-o 

bringen, wenn wir fQr die neuen Coordinaten Xi bez. W/ schreiben. 
Die in %{xu) auftretenden Variabelen fehlen im übrigen Theile von (20). 
Aus (20) ersieht man aber sofort, dass die h Ebenen mit den 
Gleichungen 

(21) Xj-O, a?,+i-0,...,a:,+,'+...+/*-«)+i-0 

Doppelebenen der Collineation sind, und zwar bestimmen sie gerade 
den der Gruppe 

* Ist dieselbe singulär, so sind über die Exponenten einer gewissen Gruppe 
Nullen zu setzen (103). 

♦* üeber das Auftreten dieser Klammerausdrücke vergl. die Anm. S. 158. 



t, 

i 
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zugeordneten Fundamental-Ebenenraum unserer Gollineation; die Punkte^ 
deren Coordinaten die Gleichungen (21) befriedigen^ erfüllen ein 
lineares Gebilde (w — Ä)**' Dimension^ den Träger dieses Fundamental- 
Ebenengebildes. Ma/n erhäU also die Cdlineation K im bdrcuMeten 
Träger y wenn man in (20) die Variabden a:i,ar,^i,...a:e+«'+ — l-6^*~*^+l 
gleich NuU setzt. Denkt man sich daher die Exponenten e^*'^ so ge- 
ordnet, dass « ^ 6' ^ c" ^ • • •, sind femer in der Reihe dieser Zahlen 
die Tc ersten grösser als 1, die übrigen gleich 1, so besitzt (wegen 
Theorem V; vergl. auch Theorem XXII) die charakteristische Deter- 
minante von K die ET 

a - e,y-\ {X - c,Y-\ ...{X- c,y*-«-s 

während ihre übrigen ET mit den nicht auf die Basis {X — ■ c^ be- 
züglichen ETn der charakteristischen Determinante von (1) überein- 
stimmen; ist aber e = c' — • • • ■« a^*— 1)= 1, so hat die chanJcteristische 
Determinante von K keinen zur Basis (l — c^ gehörigen ET, und ihre 
übrigen E T stimmen mit den nicht zur Basis (X — c^ gehörenden ETn 
von (1) überein. Im ersten Falle hat also K dieselben absoluten In- 
varianten, wie (1), im letzteren eine absolute Invariante weniger. Also 
gilt das Theorem: 

XL. Die Gollineation Kj welche durch eine gegebene Col- 
lineation (1) mit der Charakteristik 

(22) [{e^ArA''''^)(ßtA>-^''^)'-(fi^^^^^^ 
in dem Träger des der i^*^ Gruppe dieser Charakteristik 
zugeordneten Fundamental-Ebenengebildes (oder 
Fundamental- Punktgebildes) hergestellt wird, hat, 

C/ > ej > • • • > ei* ^ 

vorausgesetzt wird, im Falle C/*""^^ > 1, ^*^=» 1 die 
Charakteristik 

[{e^,e[,..,(f(ri)){e,,el...^'^^^ 

und dieselben absoluten Invarianten, wie die ge- 
gebene Coilineation, im Falle 6<»>1 aber erhält man 
die Charakteristik von £, indem mau in derjenigen 
von (1) die i^ Gruppe weglässt-, die Coilineation K 
besitzt in diesem Falle eine absolute Invariante 
weniger als die gegebene Coilineation* 

* Segre beweist dieses Theorem 1. c. Art. 16 u. 17, indem er u. A. zwei 
Wurzeln c^ sich unendlich nahe rücken lässt. Wir möchten obigen, zugleich 
einfacheren, Beweis vorziehen. Wird die Charakteristik von K zu [i], so he- 

14* 
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Yergl. die Anmerkung 1, S. 210. — Im eben aufgezählten zweiten 
Falle sind Fundamental-Punktgebilde von f diejenigen von (1), welche 
den von der betrachteten Gruppe yerschiedenen Gruppen in (22) zu- 
geordnet sind (Satz b), weitere Fundamental-Punktgebilde kann JE* nicht 
besitzen; also gilt der Satz: 

e) Der einer Gruppe von (22)j welche nwr Exponenten 1 enÜhaUj 
zugeordnete Fundamental' Punktraum hat mit dem Träger des ent- 
sprechenden Fundamental^Ebenenraumes keinen Punkt gemein. 

Eine einfache Folgerung hieraus ist: 

f) Bestehen alle Gruppen in der Charakteristik (22) a/us Ex- 
ponenten 1, so liegt kein Punkt eines FundamentcHgehUdes auf dem 
Träger des entsprechenden Fundamentcd-Ebenengeinldes. 

Anders verhalt sich die Sache, wenn c<*""*^ > 1, ef^ •=• 1 ist. Dann 
hat die Gollineation K ebenso viele Fundamental-Punktgebilde, wie (1), 
und zwar sind erstens solche Gebilde diejenigen von (1), welche den 
von der betrachteten verschiedenen Gruppen aus (22) entsprechen, zweitens 
aber dasjenige lineare Gebilde (k — !)*•' Dimension, welches hier der be- 
trachtete Träger mit dem jener i*^ Gruppe entsprechenden Fundamental- 
Punktgebilde gemein haben muss. (Yergl. 102, Schluss.) Also: 

g) Enthält eine Gruppe der Charakteristik einer CoUineation nur 
einen Eocponenten, der grösser als 1 ist, so schneidet das der Gruppe 
zugeordnete Fundamental- Punktgd)ilde den Träger des der Gruppe ent- 
sprechenden Fundamenteil- Ebenengebildes. 

sagt dieses, dass der Träger des der i^n Gruppe zugeordneten Fundamental- 
gebildes ein (Doppel-) Punkt bez. eine (Doppel-) Ebene ist. (S. 207, Anm. 2.) — 
Der Satz, den Gasorati (Compt. rend. (81) tom. 92, 8. 176 u. 238) bewiesen hat 
(vergl. auch Heffter, Theorie der lin. DifferentialgL , Leipzig 1894, S. 260), ist 

eine Folgerung aus obigem Satze XL. Ist nämlich speciell in /* » ^ a.j^ x^ uj^ 
farfi = l,2,...n + l, « = 1,2,...Ä 

a^f— c, bei a = <, 

a^^==f 0, bei «=,= f, 

so sind X| = 0, x^^ 0^. . .Xj^^O die linear unabhängigen Gleichungen von h 
Ebenen des Fundamental- Ebenenraumes TTj[_^, der der ersten Exponentengruppe 
in (22) zugeordnet ist, wenn A»\, Csq genommen wird. Die CoUineation K 
im Träger von TT^J^^ hat daher die Gleichung 

^<*ik^i^k^^ (»,Ä; = Ä+1, Ä + 2,...n + l); 
die charakteristische Determinante derselben besitzt aber nach Satz XL die ET 

(i-c)''-S(A-c)t-\...(i-c)'$*-'^-» 

mit der Basis X — c, wobei die Potenzen mit Exponenten „Null^^ wegbleiben, und 
im Üebrigen dieselben ET, wie /"«O. Dcw besagt aber gerade der Casorati'ache 
Säte. — Dass aus diesem umgekehrt der obige Satz XL gefolgert werden kann, 
braucht wohl kaum erwähnt zu werden. 
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Wir wollen weiter den Fall studiren^ wo in einer, etwa wieder der 
i*«a Gruppe yon (22), äUe Exponenten grösser als 1 sind. Da dann h = ä,-, 
so enthält der betrachtete Träger ausser den nicht entsprechenden Funda- 
mental-Punktgebilden Yon (1) nach dem Vorhergehenden einen Funda- 
mental-Punktraum (Ä<— !)*•' Dimension. Daher enthält der Träger auch 
das der i*®" Gruppe entsprechende Fundamental-Punktgebilde von (1) (103): 

h) Tritt in der Charakteristik einer CoUineatian (1) eine Gruppe 
von Eocponenten aufy die sämnMich grosser als 1 sind, so enthalt der 
Träger des ihr zugeordneten Fundamentat-Ebenengebüdes aüe Fundamental- 
Punktgebilde von (1). 

Zum Schlüsse noch eine Bemerkung über die Fundamentalgebilde 
einer singulären GoUineation (1). Ist (1) singulär, so giebt es, wenn 
wir wieder die GoUineation (1) kurz mit f(xu') « bezeichnen und 

^xM'-ui (i-1, 2,...w + l) 

i 

setzen, in der Schaar von Gollineationen 

l^ui + k^f(xu') ^ 
im Allgemeinen (n + 1) singulare Gollineationen und unendlich viele 
ordinäre Gollineationen, da | >LiWi + ^if(p^^*) \ ^= istj sei diese 
Determinante für >li«« — Z', Ag^l nicht Null, also 

f(xu')^X'uL'^0 
eine ordinäre GoUineation der Schaar, die wir kurz mit % (xu*) = 
bezeichnen woUen; jeder Doppelpunkt von f(xu^) — ist auch ein 
solcher von x(xu^) « 0, und umgekehrt. Dasselbe gilt von den Doppel- 
ebenen. Also haben f{xu') = und x(^w') -= dieselben Fundamental- 
gebilde. Die charakteristische Determinante von x(xu') ist 

\{^+n^!c-f{xu% 

ist daher (X - c)' ein ET von | Xu!, - f(xu% so ist [X - (c - V)]' ein 
E T von \Xu!, — x (xu^) |. Also : 

Ist f(xu') » eine singulare GoUineation, so hat die ordinäre 
GoUineation X'ul — f(xu') « dieselben Fundamentalgebilde, wie 
f(xu^ — 0; ihre Gharakteristik erhält mau aus derjenigen von f(xu') -» 0, 
indem man die übergesetzten NuUen weglässt. 

105. Die bisher erlangten Resultate setzen uns in den Stand, die 
projektiven Eigenschaften der CöUineaHonen aller Klassen eines Raumes 
n^^ Dimension vollständig anisugä>eny ohne dass es nöthig ist, die be- 
treffenden Normalformen der Gollineationen heranzuziehen. Wir wollen 
dies fElr die FaUe n — 1, 2 und 3 wirkUch ausführen und zwar bei n » 1 
in der Geraden, bei n « 2 in der Ebene. Wenn wir dabei die Normal- 
formen für die Collineationen aUer Klassen zufügen, so geschieht dieses 
nur deshalb, damit der Anfänger die geometrischen Eigenschaften der 
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Gollineationen an den Normalformen direkt studiren kann. Yersteht 
derselbe unter p,- (xi) den Punkt (die Ebene) , dessen (deren) Goordinaten 
alle ausser der i^^ Null sind, so stimmen die unten angegebenen 
Fundamentalräume mit denen der Gollineation in der betreffenden 
Normalform überein* 

üeber den Fall n — 1 sind einige Vorbemerkungen zweckmässig. 
Hat ein Punkt die Eoefficienten ui \ uif so sind ^ ul | Ui seine Goordinaten 
Xi\xi] die Gleichung u^x^ + u^x^^O besagt also, dass 

ist, dass also die Punkte x^lx^ und Ui|us identisch sind. Dieses 
vorausgeschickt, betrachten wir die Gollineationen der Klasse [ii]. 
Hier giebt es den zwei Exponenten 1 in [il] entsprechend in jeder 
der aufeinanderliegenden projektiyen Punktreihen R und 22' zwei 
Doppelpunkte Pi und p,, n^ und jc,, wo p^, sr^ und p^, x^ ent- 
sprechende Doppelpunkte seien. Nach Satz b fallt aber (Tergl. die 
vorausgehende Bemerkung) p^ mit ^r^, p^ mit n^ zusammen. Die 
absolute Invariante ist das Doppelverhältniss, das zwei homologe 
Punkte mit den beiden Doppelpunkten Pi -" sc^ und p^^ n^ bestimmen 
(S. 206). — Untersuchen wir z. B. weiter die Gollineationen der Elasse [2]; 
hier tritt in 22 imd 22' je ein Doppelpunkt p^ bez. x^ auf; nach Satz h 
ist aber Pi — ^1; absolute Invariante ist keine vorhanden. Endlich 
wollen wir die singulare Gollineation [1,1] betrachten. Sie hat zwei 
Doppelpunkte pj«« ä^, p,— %, wie [11]. (Vergl. 104, Schluss.) Von 
diesen ist der eine p, der singulare Punkt in 22, der andere p^ der 
in 22' (101, Schluss). Dem Punkte p, von 22 entsprechen alle Punkte 
von 22', jedem von p, verschiedenen Punkte von 22 entspricht derselbe 
Punkt p^ in 22' (siehe das Schema am Schlüsse von 99), u.s^w. Nun 
wird man auch die übrigen Fälle, ebenso die verschiedenen Falle bei 
n » 2 und n « 3 erledigen können, zumal im Folgenden auf die in 
Betracht kommenden obigen Sätze (durch eingeklammerte a, b u. s. w.), 
wenn nöthig, hingewiesen wird. 
Wir haben also folgende 

L Klassen der Gollineationen in der Geraden« 

a) Ordinäre CollineationeB. 

!• [11]' Cj,^^x + CiX^u^^^ 0. 
Hier treten jswei BoppdpmMe p^ » n^ und p^^tc^ auf; sind xz^ 
zwei homologe Punkte einer Gollineation dieser Elasse, so ist das 
Doppelverhältniss der Punkte xx'p^p^ die absolute Invariante derselben. 

* In der Geraden hat man dann also unter sr, , n^ den Punkt der Eoefficienten 
1 ; bez. 1 1 zu verstellen, u. s. w. 
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2. [2]: (^(x^Ui + a^juj + x^i^ — 0. 

Die Collineationen dieser Klasse besitzen einen Doppelpunkt p^ » tt^ 
und keine absolute Invariante, 

3. [(11)]: x^Uj^ + a^jMj « 0. 

Jeder Punkt der aufeinanderliegenden Punktreihen ist ein Doppel- 
punkt; Iceine absolute Invariante! Die identische CöUineaiion. 

(f) Singnl&re Collineationen erster Speeies. 

1. [il]: iCiMi — 0. 

Jede der projektiven Punktreihen hat einen singulären Punkt p, 
bez. p^] diese Punkte sind zugleich Doppelpunkte der GoUineation; 
keine absolute Invariante. 

2. [2]: x^u^^ 0. 

Wie 1, nur dass die beiden singulären Punkte in einen Punkt p^ 
zusammenfallen; p^ ist zugleich Doppelpunkt. 

n. Klassen der Oollineationen in der Ebene. 
a) Ordinftre Coilineattonen. 

1. [111]: CiXj^Ui + c^XiU^ + c^x^u^-^0. 

Drei Doppelpunkte und drei Doppdgeradej welche die Ecken und Seiten 
eines Dreiecks bilden^ und zwar ist, wenn pi und sr^ (t — 1^ 2, 3) ent- 
sprechende Fundamentalelemente sind, die Gerade PiPs*^ ^8> PtPz^^n 
PsPi — ^ (f)' ^^^ Collineationen in jeder der drei Doppelgeraden haben 
dieselbe Charakteristik [11] (XL). Die Punktreihen, welche aus zwei 
homologen Punkten x, x' und den Schnittpunkten ihrer Verbindungs- 
linie mit den drei Doppelgeraden bestehen, sind projektiv unter sich 
und zu Strahlenbüscheln, gebildet aus zwei homologen Geraden u, u' 
und den Yerbindungsgeraden ihres Schnittpunktes mit den drei Doppel- 
punkten (S. 206— 207). Zwei unabängige Doppelverhältnisse, welche x, af 
mit diesen Schnittpunkten (u, u' mit diesen Yerbindungsgeraden) be- 
stimmen, sind die beiden absoluten Invarianten. 

2. [21]: c^{XiUj^+ x^u^) + CiX^u^+XiU^'^0. 

Zwei Doppelpunkte p^ und p,, zwei Doppdgerade ic^ und n^. Auf 
der dem Exponenten 2 in [21] entsprechenden Doppelgeraden n^ liegen 
die beiden Doppelpunkte p^ und p^ (A), die zu 1 in [21] gehörende 
Doppelgerade sr, enthält den dem Exponenten 2 zugeordneten Doppel- 
punkt p, Q>)j ^^^ nicht |>, (e). Die Collineationen in n^ und yc^ gehören 
bez. zu den Klassen [11] und [2] (XL). Die absolute Invariante ist 
das Doppelverhaltniss, welches homologe Punkte x^ x' mit den Schnitt- 
punkten der Geraden xx^ und n^, n^ bestimmen, u.s.w. 
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3. [8]: Ci(XiU^ + x^u^ + x^u^) + x^u^ + x^u^'^ 0. 

Ein Doppelpwikt p^ imd eine Doppdgerade ar,, die p^ enthalt (h)] 
keine absolute Invariante. 

4. [(11)1]: Ci(xiU^ + x^u^) + c^x^u^-^ 0. 

Dem Exponenten 1 entspricht ein Doppelpunkt p^ und eine 
Doppelgerade 7t^, die getrennt liegen (e), der Gruppe (11) entspricht 
ein lineares Fundamental-Punktgebilde (Strahlengebilde) erster Dimension, 
d. h. eine gerade Reihe von Doppelpunkten mit dem Träger n^ (a) und 
Büschel von Doppelstrahlen mit dem Mittelpunkte p^ifl). Die Yer- 
bindungsgeraden homologer Punkte gehen stets durch p^, die Schnitt- 
punkte homologer Geraden liegen stets auf x^{c). Die Gollineationen 
dieser Klasse stellen Perspektive Beziehungen vor, bei denen Axe tc^ 
und Gentrum p, der Perspektivi<£t getren/nt liegen. Die absölfde In- 
varia/nte ist das Doppelverhältniss, welches homologe Punkte x,sf, das 
Gentrum p^ und der Schnittpunkt der Geraden xa^ mit der Axe x^ 
bestimmen. 

5. [(21)]: c^{x^ Uj^ + x^u^ + x^u^ + x^u^^Q. 

Die Gollineationen sind perspeJctiv, und zwar liegen Axe sr^ und 
Gentrum p^ der Perspektivitat aneinander (g); Jceine absdtite Invariante. 

6. [(111)]: o(;iUi + XiU^ + x^u^'-^ 0. 

Die identische CoUineatian; keine absolute Invariante. 

ß) SingoUre Collineationen. 
a) Singulare Gollineationen erster Species. 

Die Klassen der singulären Gollineationen erster Species sind die 
Elassen der projektiven Beziehungen zwischen einem Strahtenbüschd und 
einer geraden Punktreihe, die derselben Ebene angehören (100). Was die 
Art der Yertheilung der Fundamental- bez. der singulären Gebilde an- 
belangt, so kann dieselbe unmittelbar aus 11, a ersehen werden. (YergL 
104, Schluss.) Wir haben folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. [iil]: CirCjWi + c^aiUj— 0. v 

Der Mittelpunkt p^ des Strahlenbüschels und der Trl^er der zu 
ihm projektiven Punktreihe auf %^ liegen getrennt. Zwei Punkte p^ 
und p^ von n^ liegen auf den homologen Strahlen n^ bez. x^ von p,. 
— Die Gollineation auf der singulären (Doppel-) Geraden ar^ gehört 
zur Klasse [il], die Gollineationen auf den beiden anderen Doppel- 
geraden n^ und sr, gehören zur Klasse [ii] (XL). Die absolute In- 
Variante ist das Doppelverhältniss, welches zwei homologe Punkte der 
Gollineation und die Schnittpunkte ihrer Yerbindungsgeraden mit tc^ 
und n^ bestimmen. 
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o 

2. [21]: Ci(^it*i + 3^2^) + ^iWj =" 0» 

Der Mittelpunkt p^ des Büschels und der Träger ^, der Punkt- 
reihe liegen getrennt; ein Strahl n^ des Büschels p, geht durch den 
homologen Punkt p^ Yon ^3. Keine absolute Invariante. 

3. [(11) 1]: x^u^ + x^i^^O. 

Die Punktreihe auf jt^ und das zu ihm projektive Strahlen- 
büschel j?3 befinden sich in perspektiver Lage, Keine absolute Invariante. 

4. [21]: c^ix^u^+ x^if^'^^'O. 

Der Mittelpunkt p^ des Strahlenbüschels liegt a^f dem Träger n^ 
der Punktreihe^ und zwar entspricht dem Strahle sr^ von p^ ein Ton p^ 
verschiedener Punkt p^ von sr^.* JTefna absolute Invariante, 

5. [3]: a?it<j+ x^u^^O. 

Der Träger n-^ der Punktreihe enthalt den Mittelpunkt P3 des zu 
ihm projektiven Büschels^ und zwar entspricht dem Strahle n^ von p^ 
der Punkt p^ von n^,* Keine absolute Invariante, 

b) Singulare CoUineationen zweiter Species. 

1. [111]: rC|t<i«0. 

Die Ebene R enthält eine gerade Reihe singulärer Punkte auf 
dem Träger n^y die Ebene 12' ein Büschel singulärer Strahlen mit 
dem Scheitel p^'^ jpj liegt nicht auf n^ (vergl. II, a) unter 4 und 104^ 
am Schlüsse). Einem Punkte von 12 entspricht im Allgemeinen der 
Punkt pi von B,\ der zugleich ein Doppelpunkt ist; weitere Doppel- 
punkte sind die Punkte von n^j denen als Punkte von 12 jeder Punkt 
von 12' entspricht. U.s.w. (99). 

2. [21] : x^u^^Q. 

Wie 1, nur dass hier der Mittelpunkt p^ des Büschels singulärer 
Strahlen auf dem Träger n^ der singulären Punkte liegt. — In beiden 
Fällen treten Tceine absolvlen Invarianten auf. (Vergl. II, a) unter 5.) 

Tnr. Slassen der CoUineationen im Baume 8^' Dimension. 

a) Ordinäre CoUineationen. 

1. [1111]: c^x^u^ + c^x^u^ + c^x^u^+ c^x^u^^O. 

Vier Doppelpunkte Pi,A,J>5,jP4 und vier Doppelebenen afi,»^»,»,,«^, 

welche die Ecken und Seitenflächen eiaes Tetraeders bilden. Sind pi 

und nt entsprechende Doppelelemente, so ist die ^hene p^p^p^^^ Tt^, 

P^PsPa^^i9 u.s.w. (/*).** — Die CoUineationen auf den vier Doppel- 

• Ueber die Charakterisirung dieses Falles durch das Verschwinden gewisser 
rationaler Invarianten der Collineation vergl. Muth, Math. Ann. (92) Bd. 42, S. 260. 
** Die Lage der Doppelgeraden erschliesst man aus derjenigen der Doppel- 
punkte- und Ebenen mit Leichtigkeit. 
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ebenen haben dieselbe Charakteristik [lli] (XL). — Die Ponktreihen, 
welche aus zwei homologen Punkten x, x* und den Schnittpunkten der 
Geraden xx! mit den vier Doppelebenen bestehen^ sind unter sich pro- 
jektiv und projektiv zu den Ebenenbüscheln, gebildet aus zwei homologen 
Ebenen uu* und den Ebenen^ welche die Gerade uu' mit den vier 
Doppelpunkten verbinden (S. 206— 207). Drei unabhängige Doppelverhalt- 
nisse^ welche x,af mit diesen Schnittpunkten (u^u' mit diesen Yer- 
bindungsebenen) bestimmen, sind je drei absoluten Invarianten der 
CoUineationen dieser Klasse. 

2. [211]: c^(xiUi+x^u^) + €^x^u^+c^x^u^+XiU^'^0. 

Drei DoppdpunMe Pf,p^,Pi und drei Doppdebenen n^yTc^fX^. Die 
drei Doppelpunkte liegen in der dem Exponenten 2 zugeordneten 
Doppelebene x^(h) und die drei Doppelebenen schneiden sich in dem 
dem Exponenten 2 zugeordnetem Doppelpunkte p^. Die den beiden 
Exponenten 1 entsprechenden Doppelebenen sr, und ^r^ enthalten je 
zwei Doppelpunkte p^ und p^ bez. p^ und p^ (6). — Die Gollineation 
auf TTi hat die Charakteristik [iil]; ihre absoluten Invarianten sind 
dieselben^ wie die der betreffenden räumlichen Gollineation. Die Gol- 
lineationen auf jt, und n^ gehören zur Klasse [21], u. s. w. (XL). — 
Die Deutung der absoluten Invarianten, deren die CoUineationen dieser 
Klasse je jstvei besitzen, geschieht analog wie bei 1. 

3. [81]: Ci{XiU^ + x^u^ + x^u^) + c^x^u^+ x^u^ + x^u^-^ 0. 

Zwei DoppdpunMe Pz^P^ und zwei Doppdebenen «j, n^. Die dem 
Exponenten 3 zugeordnete Doppelebene jc^ enthält die beiden Doppel- 
punkte; der demselben Exponenten entsprechende Doppelpunkt p^ liegt 
in der Schnittgeraden der beiden Doppelebenen (%); p^ liegt aber nicht 
in dieser Schnittlinie (e). — Die CoUineationen auf tt^ und sr^ haben 
bez. die Charakteristiken [21] und [s] (XL). — Eine absolute Invariante: 
das Doppelverhältniss, welches zwei homologe Punkte x,x und die 
Schnittpunkte der Geraden xaf mit sr^ und x^ bestimmen. 

4. [22]: Ci(Xtfh+ sc^i^) + C2(ix^Uz+ ^aU^ + sciU^ + s^su^'- 0. 

Zwei Doppdpwntte p^ und p^, ewei Doppdebenen ^ und n:,; die 
beiden Doppelpunkte Uegen in der Schnittgeraden der beiden Doppel- 
ebenen (%); eine absolute Invariante, die wie bei 3. zu deuten ist. — 
Die CoUineationen in den Ebenen n^ und % gehören beide zur 
Klasse [21]. 

6. [4]: c^ipc^u^ + x^u^ + x^u^+x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^^Q. 

Ein Doppelpwnkt p^ und eine Doppelebene n^y die incident sind (Ä). 
— Die CoUineation auf n^ hat die Charakteristik [3] (XL). — Keine 
absolute Invariante, 
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6. [(11)11]: CiixiUi + x^u^) + c^x^u^+ c^x^u^^ 0. 

Der Gruppe (ii) ist ein lineares Fundamental - Punktgebilde 
!*•' Dimension (eine gerade Beihe von BoppdpunJcten) auf p^, p^ und 
ein ebensolches Ebenengebilde (Bäschd von Doppelebenen) mit dem 
Trager p^ p^ «- sr^ n^ zugeordnet. Die Axe des Büschels schneidet 
den Träger der Punktreihe nicht (f). Weiter sind zwei Doppelpunkte 
(Doppelebenen) yorhanden^ die im Trager des Büschels liegen (b): 
P^} Pa (^87 ^i)- ^^^ Yerbindungsgeraden homologer Punkte schneiden 
stets die Gerade p^ p^] die Schnittgeraden homologer Ebenen schneiden 
stets die Gerade p^ p^ (c). Die Gollineationen auf n^ und n^ gehören 
beide zur Klasse [(ll)l]; sie sind also beide perspektivisch mit den 
Centren p^ bez. jpj und der Axe p^^ jp,. (Vergl. II, a unter 4.) — 
Zfcei absolute Inva/ricmten: Zwei unabhängige von den Doppelyerhält- 
nissen, welches zwei homologe Punkte Xy oi mit den Schnittpunkten 
der Geraden xol mit den Ebenen n^jn^ und der Geraden p^p^ be- 
stimmen, U.S.W. 

7. [2(11)]: c^is^u^^ x^u^ ^ c^ix^u^-^- x^u^ ■\- x^u^-^ Q. 

Wir haben den vorigen Fall, nur dass hier die Axe p^p^ des 
Büschels von DoppeUbenen nur einen Doppelpunkt p^ enthält, und 
durch den Träger p^ p^ » x^ n^ der Beihe von Doppelpunkten nur eine 
Doppelebene x^ geht. — Eine absdute Invariante, die man analog 
deutet, wie bei 6. — 

8. [(2i)iJ: c^{x^u^+x^u^+x^u^ + c^x^u^+x^u^-*Q. 

Wie 6, nur dass der Träger p^p^ der aus lauter Doppelpunkten 
bestehenden Punktreihe die A)ce p^p^'^^ix^ des Büschels der Doppel- 
ebenen schneidet (g). Ausser dem Schnittpunkte p^ dieser Träger liegt 
noch ein weiterer, dem Exponenten 1 zugeordneter Doppelpunkt p^ auf 
der Geraden j>2 2)4*, ausser jp^JPs-P* giebt es noch eine weitere durch pj^jj 
gehende Doppelebene PiP^p^ = ä^. — Eine absolute Invariante; über ihre 
Deutung vei^l. 6. 

9. [(81)]: Ci{qCiUi + XiUi + x^u^ + x^u^ + XiU^ + x^u^-^0. 

Es giebt wieder eine Gerade PsP^, deren sämmUiche Punkte Doppel- 
punkte , und eine Gerade p^p^^ deren sämmUiche Ebenen Doppelebenen 
sind, diese Geraden schneiden sich (g). Weitere Doppelelemente sind 
mekt vorhanden. Keine absolute Invariante. 

10. [(22)]: c^ix^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ + 0:5^4 — 0. 

Eine Beihe von Doppelpunkten und ein Büschel von Doppeiebenen, 
deren Träger p^p^*^ x^n^ eusammenfaUen (h). Die Yerbindungsgeraden 
homologer Punkte und die Schnittgeraden homologer Ebenen treffen 
stets diesen Träger (c). Keine absolute Invariante. 
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11. [(ii)(ii)]: Ci(a?iWi+ a^Mj) + (^(x^u^+ x^u^) = 0. 

Hier treten gtvei gerade Reihen von Doppelpunkten auf mit den 
Trägem p^p^ und p^p^ und ewei Büschel von Doppeiebenen, deren Axen 
bez. mit p^p^ und p^p^ zusammenfallen (b). Die Geraden p^p^ und p^p^ 
schneiden sich nicht (f). Die Yerbindungsgeraden homologer Punkte x, oi 
und die Schnittgeraden homologer Ebenen ti^u' treffen beide Axen p^pj 
und Ps P4 (^)* Bezeichnen wir diese Schnittpunkte mit s^ und 8,, so 
sind die Punktreihen xtd s^s^ unter sich projektiv und projektiv zu 
den Büscheln y die durch Uy'ii und die Ebenen ^ welche durch die Ge- 
raden um' und p^p^ bez. p^p^ gehen ^ gegeben sind. Eine absolute In- 
variante: Das Doppelverhältniss vier solcher Punkte oder vier solcher 
Ebenen. (Ist dieselbe gleich —1, so ist die betreffende Gollineation 
eine geschaart invdiäorische.) 

12. [(111)1]: c^(XiUi + x^u^ + iCjMj) + c^x^u^ — 0. 

AUe Punkte einer gewissen Ebene i'jjPsPs^ ^4 ^^^^ Doppelpunkte, 
und äile durch einen gewissen Punkt Vi^^^^^p^ gehenden Ebenen 
sind Doppelebenen; p^ und n^ liegen getrennt (e). Weitere Doppd- 
demente sind p^ und n^. Die Verbindungslinien homologer Punkte 
gehen sämmtlich durch p^y die Schnittlinien homologer Ebenen liegen 
sämmtlich auf ^^ (c). Die Collineationen dieser Elasse sind Perspektive 
räumliche Beziehungen mit dem resp. Centrum p^ und der Ebene n^ der 
Gollineation. — Eine absolute Invariante: Das Doppelverhältniss, welches 
zwei homologe Punkte x^af mit p^ und dem Schnittpunkte der Ge- 
raden xixi mit n^ bestimmen, u.s.w. 

13. [(211)]: c^{x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ = 0. 

Die Collineationen dieser Elasse sind gleichfalls Perspektive räum- 
liche Beziehungen, bei denen aber stets das Centrum p, in der Ebene tc^ 
der Gollineation liegt (g). Keine absolute Invariante. 

14. [(1111)]: a?! Wj + ajj Wj + x^u^ + x^u^ = 0. 
Die identische Gollineation; keine absolute InvariafUe. 

ß) Singulftre Collineationen* 

a) Singulare Collineationen erster Species. 

Die Klassen der singularen Collineationen erster Species sind die 
Klassen der cöUinearen Beziehungen zwischen einem Bündel und einem 
ebenen Systeme desselben räumlichen Systems (100). Die Yertheilung 
der Fundamentalgebilde bez. der singularen Gebilde kann man aus 
III, a) ersehen (104, Schluss). Hier können folgende FäUe eintreten: 

1. [Uli]: CiXiUi+ c^x^u^ + c^Xj^u^-^ 0. 
Das Gentrum p^ des Bündels liegt nicJit im Träger n^ des ebenen 
Systems. Brei Punkte p^ p^ p^ von ä^ liegen in den homologen 
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Strahlen des Bündels. — Die Collineation in der Ebene tc^ hat die 
Charakteristik [m]; diejenigen in den übrigen Doppelebenen sind Sin- 
gular erster Species, und zwar ist ihre Charakteristik [iii] (XL). — 
Zivei absolute Invarianten: zwei unabhängige von den Doppelverhält- 
nissen^ welche zwei homologe Punkte und die Schnittpunkte ihrer 
Yerbindungsgeraden mit den drei Ebenen p^PiPi, P^PiPif PaPzPi ^^ 
stinmien; u.s.w. 

2. [211]: Ci(a?i Wi + Ä^Wj) + c^x^u^ + x^u^ « 0. 

Wie 1; nur das zwei Strahlen des Bündels p^ durch die homologen 
Punkte der Ebene n^ gehen. — Die CoUineatiön in der Ebene n^ ge- 
hört zur Klasse [21] ^ diejenigen in den beiden anderen Doppelebenen 
gehören zu den Klassen [111] und [21] (XL). — Eine absolute In- 
varia/nte, die man analoge wie bei 1 deutet. 

3. [81]: Cj^i^iUi + x^u^ + x^u^) + x^u^ + x^u^ = 0. 

Wie ly nur dass hier ein Punkt der Ebene x^ im homologen 
Strahle des Bündels p^ liegt. — Die CoUineatiön in n^ hat die 
Charakteristik [d]; die Collineation auf der anderen Doppelebene x^ 
liat die Charakteristik [21] (XL). 

4 [(ii)ii]: c^(x^Ui + x^u^) + c^x^u^^ 0. 
Wie ly aber die CoUineatiön in der singularen Ebene ^4 gehört 
zur Klasse [(ii)i], ist also perspektiv derart, dass das .Centrum p^ und 
die Axe p^p^ getrennt liegen. Ausser p^ liegen hier also sämnUliche 
Punkte von jp, p^ in ihren homologen Strahlen. Bedeutet p^ den sin- 
gularen Punkt, so treffen aUe Gerade, welche homologe Punkte yer- 
binden, die Gerade JP3P4. Eine absciute Invariante: Das Doppelyerhältniss, 
welches zwei homologe Punkte x^af und die Schnittpunkte der Ge- 
raden xJ mit der Geraden p^p^ und der Ebene PiP^p^ bestimmen. 

5. [(2i)i]: Ci(xiU^+x^u^ + x^u^)+XiU^^O. 

Wie 4, nur dass hier in der singularen Ebene n^ das Centrum p^ 
auf der Axe p^p^ der Perspektivität liegte Keine absolute Invariante, 

6. [(iii)i]; x^u^ + x^u^ + x^u^ « 0. 

Das Bündel mit dem Tr^er p^ und das zu ihm collineare ebene 
System mit dem Träger n^ befinden sich in perspectiver Lage, — Jeder 
nicht in n^ liegende Punkt wird aus p^ auf die Ebene ^4 nach dem zu 
ihm homologen Punkte projicirt.* — Keine absolute Invariante. 

* Die Perspektive des Malers ist also eine singulare collineare Beziehung 
erster Species mit der Charakteristik [(iii)i]. Die Eeliefperspektive dagegen 
und die gewöhnliche Perspektive des Bildhauers gehören zur Klasse [(iu)0 
diGt ordinären räumlichen Collineationen. 
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7. [211]: c^x^u^+ CiX^u^+ oTiU^'^ 0. 

Der Mittelpunkt p^ des Bündels liegt im Tr^er n^ des zu ihm 
coUinearen ebenen Systems. Dem in n^ liegenden Strahlenbüschel 
Ton P2 entspricht eine Punktreihe, deren Träger p^p^ nicht durch den 
Mittelpunkt des Büschels geht Zwei StrcMen desselben gehen durch 
die homologen Punkte p^, p^ der Punktreihe. Eine absöhUe Invariante; 
ihre Deutung erfolgt analog, wie bei 1. 

8. [22]: CiCa^tti + oc^Uj) + rcit«, + x^u^ — 0. 

Wie ly aber nur ein Strahl des dem ebenen Systeme «^ an- 
gehörigen Strahlenbüschels p^ geht durch den homologen Punkt p^ 
der zu ihm projektiven Punktreihe PtP^. — Keine absolute Invariante. 

9. [2(11)]: (^(x^u^ + x^u^) + x^u^ « 0. 

Wie 1, aber sämmÜiche Strahlen des Büschels p^, welches im 
Trager n^ des ebenen Systems liegt^ gehen durch ihre homologen 
Punkte auf p^p^. — Keine ahsdtde Invariante. 

10. [81]: c^x^u^+ x^ii^+ x^ij^-^ 0. 

Auch hier liegt der Mittelpunkt p^ des Bündels im Trilger ^ des 
zu ihm collinearen ebenen Systems; aber es entspricht dem in x^ 
liegenden Strahlenbüschel p^ eine durch p^ gehende Punktreihe auf p^p^. 
Dem Strahle p^p^ von p^ entspricht ein von p^ verschiedener Punkt |>4 
der Punktreihe. Keine absolute Invariante, 

11. [i]: x^u^'\- x^u^ + x^u^^O. 

Wie 10, aber dem in der singulären Ebene tc^ liegenden Strahlen- 
büschel mit dem Scheitel p^ entspricht die durch p^ gehende Punkt- 
reihe auf dem Träger p^p^ derart, dass dem Strahle p^ p^ des Büsdids p^ 
der Punkt p^ der Punktreihe zugeordnet ist. — Keine absolute Invariante. 

b) Singulare GoUineationen zweiter Species. 

Die Klassen der singulären Collineationen zweiter Species sind 
die Klassen der projektiven Beziehungen ztvischen einem Ebenenbiischd 
und einer geraden Punktreihe desselben räumlichen Systems (100). Was 
die Fundamentalgebilde bez. der singulären Gebilde anbelangt, so ver- 
gleiche man die betreffenden Klassen in III, a), deren Collineationen 
dieselbe Art der Yertheilung der Fundamentalgebilde zeigen (104, Schluss). 
Wir haben folgende Fälle zu unterscheiden: 

1. [1111]: Ci^X^Ui + c^x^tt^ ^ 0. 

Die Axe p^p^ des Ebenenbüschels trifft ^en Träger p^p^ der zu 
ihm projektiven Punktreihe nicht] zwei Punkte p^ und p^ der Punkt- 
reihe liegen in den homologen Ebenen des Büschels. — Eine absolute 
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Invariante: Das Doppelyerhältniss, welches zwei homologe Punkte x,af 
und die Schnittpunkte der Geraden xaf mit den Ebenen PiP^P4, und 
P% P» Pa bestinmien. — 

2. [211]: Ci(«iWi + a^u,) + Xj^ii^ = 0. 

Wie 1, aber es liegt nur ein Punkt p^ der Punktreihe in der 
homologen Ebene jc^ des Büschels. 

3. [(11) u]: o(^u^ + a^u^ «= 0. 

Die Beziehung zwischen Ebenenbüschel und Punktreihe ist eine 
Perspektive. 

4. [211]: C8^4^4+ aTj w, — 0. 

Die Axe p^p^ des Ebenenbüschels schneidet den Träger p^p^ der 
geraden Punktreihe; der Ebene p^ p^ P4 des Büschels entspricht der 
Tom Schnittpunkte p^ verschiedene Punkt p^ der Punktreihe. 

5. [31]: a^Wj+fl^Ws^O. 

Wie 4, aber der von der Axe PjP^ des Büschels und dem TriLjger 
p^p^ der Punktreihe bestimmten Ebene p^p^p^ entspricht der Schnitt- 
punkt j>3 von Axe und Träger, 

6. [22]: x^u^ + ^55^4— 0. 

Die Axe p^p^ des Büschels und der Trager p^p^ der Punktreihe 
faUen zusammen. In den Fallen 2 — 6 treten keine absoluten In- 
Varianten auf, 

c) Singulare CoUineationen dritter Species. 

1. [ilii]: a^iMi — 0. 

Die Ebene ^i'^PiPsP^} d^i'^n sämmüiche Punkte singulare Punkte 
sindy enthält nicht den Punkt p^^ welcher Träger eines Bündels sin- 
gulärer Ebenen ist. (Vergl. in, a) unter 12 und 104, Schluss.) Allen 
nicht auf n^ liegenden Punkten des Raumes 22 entspricht derselbe 
Punkt pi von JB', u. s. w. (99). 

2. [211]: x^u^-^0. 

Der Träger p^ des Bündels singulärer Ebenen liegt in der Ebene ^ 
der singulären Punkte. (Yergl. lU, a) unter 13 und 104 , Schluss.) 
Die CoUineationen dieser Species haben keine absoluten Invarianten,* 

* Wir stellen hier noch eine Reihe von Anwendungen der E T auf geometrische 
Probleme zusammen. Von Anwendungen der Wei er st ras Besehen Theorie sind 
zu nennen: Klein, Ueber die Transf. der allg. Gleichung 2t<n Grades zwischen 
Liniencoordinaten auf eine kanonische Form, Inauguraldiss., Berlin 1868. (Ab- 
gedruckt in Math. Ann. Bd. 23.) Eilling, Der Flächenbüschel 2ter Ordnung, 
Inauguraldiss., Berlin 1872. Weiler, üeber die verschiedenen Gattungen der 
Complexe 2 *«n Grades, Math. Ann. (73) Bd. 7. Gundelfinger in Hesse's Vorl. 
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§ 18. Systeme aus ganzen oder gebrochenen OrSssen 

eines KSrpers. 

106. Wir haben bisher nur solche Systeme betrachtet, deren 
Elemente ganze Grössen eines Körpers von Zahlen oder Funktionen 
waren. Zum Schlüsse wollen wir nun auch solche Systeme heran- 
ziehen , deren Elemente ga/nze oder gebrochene Grössen eines Körpers 
vorstellen, den Begriff ,,ET^^ auch auf diese Systeme ausdehnen und 
eine Reihe von früher gefundenen Sätzen über ET auch fOr Systeme 
dieser Art beweisen. 

Wir beginnen mit Systemen aus rationalen Zahlen und schicken 
folgende Bemerkungen voraus: 

Die rationale Zahl a heisst durch die rationale Zahl b (^O) 
theilbar (b heisst in a enthalten, a ein Vielfaches von &), wenn 

Y eine gamse Zahl ist. Sind o^, a^, . . . a^ rationale Zahlen, so ist 

jeder gemeinsame Theiler dieser k Zahlen in einer Zahl D enthalten, 
die der grösste gemeinschaftliche Theiler* derselben genannt 
wird. Man findet 2), wie folgt: Man denke sich die unter ai ent- 
haltenen Brüche reducirt, jede der von Null verschiedenen Zahlen a»- 
als ein Produkt von Primzahlen mit positiven oder negativen Ex- 
ponenten dargestellt und nehme in D jede dieser Primzahlen so oft 
als Faktor auf, als sie in den Je Zahlen ai mindestens vorkommt. 

D ist offenbar nichts anderes als der grösste gemeinschafUiche 
Theiler aller Zähler der reducirten Brüche und der ganzen Zahlen 
unter den a.*, dividirt durch das kleinste gemeinschafUiche Vidfache der 

fiber analyt. Geom. des Baumes, 8: Auflage, 1876, IV. Suppl. Voss, Die Linien- 
geom. in ihrer Anw. auf die Flächen 2teii Grades, Math. Ann. (76) Bd. 10. Loria, 
Geometria deUa sfera, Mem. deUa Ac. delle Sciense di Torino 1884, Ser. 2, 
Tom. 36. Segre, Studio suUa quadriche in uno spazio lin. ad un num. quäl, di 
dimens. u. Sulla geometria della retta etc. a. eben cit. 0. M. Böcher, üeber die 
Beihenentwickelungen der Potentialtheorie, Leipadg 1894 (Gapitel ES), — Eine 
geometrische Anwendung der Theoreme XXYIII und XXIX giebt Segre, Bicerche 
sulle omogr. e sulle correl. in generale u. s.w. Mem. della Ac. deUe Scienze di Torino 
(85), Ser. II, Tom. 87 (§ 1 und 2). Ebendaselbst § 8 und § 4 giebt derselbe eine An- 
wendung der Krone cker*schen Untersuchungen über die congruenten Transf. der 
bil. Formen (vergl. oben § 10). — Die Kronecker'schen Untersuchungen über 
singulare Schaaren — aUerdings nicht in der erst 1890 abgeschlossenen Gestalt 
(vergl. § 8 oben) — benutzen Eilling a. c. 0. und Segre, Ricerche sui fasci di 
coni quadrici in uno spez. 1. quäl. Atti deUa R. Acad. delle Scienze di Torino (84), 
Vol. XIX. — Endlich finden die ET Anwendung beim Hauptaxenprobleme. Vergl. 
Gundelfinger-Dingeldej, Vorl. a. d. anal. Geom. der Kegelschnitte, Leipzig 
1896, § 8 und § 10. 

* Vergl. zum Folgd. Hensel, Crelle's Joum. (96) Bd. 115, S. 254ff. 
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auftretenden Nenner; D ist demnach durch den Euklidischen Algorith- 
mus dirdd bestimmbar. 

D ist dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn alle Oi ganze 
Zahlen sind. 

unter 9t wollen wir im Folgenden stets ein System yerstehen, dessen 
n' Elemente rationale Zahlen sind; ist r der Rang eines Systems 91, so 
soll der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Subdeterminanten 
0^^ Grades von 91 (p ^ »Ugöi^iein mit Dg (9i) bezeichnet werden. 

Wir bilden fOr ein gegebenes 91 die Zahlen 
seteen i>,(9i) (p «1, 2 . . . r), 

femer -Br+i(9l) -B,(9l) = 

und nennen E^ (91), JS?,(gi), . . . JB»(9l) bez. den «rsten^ zweiten^ . . . n*«° 
Elementartheiler von 91. Zerlegt man JEi(9l), -E;(91) . . . JE; (91) in 
Faktoren, die Potenzen verschiedener Primzahlen (mit positiven oder 
negativen Exponenten) sind, so heisst jede solche Primzahlpotenz ein 
einfa^er Elementartheiler von 9i; -Bi(9l), JE, (91), . . . Ki^) dagegen 
sollen als die zusammengesetzten Elementartheiler von (91) be- 
zeichnet werden (4). Den q*^ ET eines Systems 91 bezeichnen wir 
allgemein mit J5^(9l). 

Nun sei 91 ein zweites System aus n* rationalen Zahlen, und 
zwar sei 9i aus 91 dadurch hervorgegangen, dass 91 mit Systemen 
aus je n^ ganzen Zahlen in beliebiger Weise vom und hinten com- 
ponirt wurde (11). Dann heisst 9i ein Vielfaches von_9i. 

Ist 91 Vielfaches von 91, so ist der Rang r' von 9i kleiner als 
der Rang oder gleich dem Range r von 91, abo 

femer ist 2>^(ä*) durch -0^(91) för p«l,2, ...r' theilbar. Dieses 
beweist man genau so, wie bei ganzzahligen Systemen in 24. 

Ist 91 ein Vielfaches von 91, zugleich aber auch 91 ein Vielfaches 
von 91, so heissen die Systeme 91 und 91 äquivalent. Sind 91 und 9i 
äquivalent, so ist nach Vorstehendem 

/«r, D^(S)-D^(9l) für ()«l,2,...r, 
also auch ^^^^^ _ ^^^^^^ für <> = 1, 2, . . . n. 

Die Sätze 8a) und 8b) in 25 gelten also auch für Systeme 9t. 
107. Ein (reducirter) Bmch heisst in Bezug auf eine bestimmte 
Primzahl p (modulo p, mod. p) ganz, wenn sein Nenner nicht 

durch j9 theilbar ist. Ist der Quotient -r- zweier rationalen Zahlen a und b 

(&-|»0) eine mod. |9 ganze Zahl, so heisst a durch b mod. p theilbar 
(a ein Vielfaches von b mod. py u.s. w.). Ist weder der Zähler, noch 

Mnth, Elementaiihailer. 15 
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der Nenner eineis reducirten Bruches a durch die Primzahl p theilbar, so 
sagen wir^ a sei mod. p gleich Eins. Endlich heissen zwei rationale 
Zahlen ^ O) mod.|> gleich^ wenn ihrVerhältniss mod. p gleich Eins ist. 

Nimmt man mit mod. p ganzen rationalen Zahlen ii^endwelche 
ganze Operationen vor, so ist die resultirende Zahl ebenfalls mod. p ganz. 

Entsteht ein System 9i aus einem Systeme 91 dadurch, dass 
letzteres System mit Systemen aus mod. p ganzen Zahlen ii^endwie 
Yom und hinten zusammengesetzt wird, so heisst 91 ein Vielfaches 
von 91 in Bezug auf die Primzahl p (mod. p). Ist mod. p 9t 
Vielfaches von 91, 91 von 91, so heissen 91 und 9^ mod.jp äquivalent. 
Man beweist analog, wie in 24: Sind zwei Systeme 91 wnd 91 mod. p 
äquivalent^ so sind ihre zusammengesetzten ET mod. p gleich (so stimmen 
91 und 9t im Bange und den ETn in Bezug auf die Basis p überein). 

Ein System, dessen Elemente mod. p ganze Zahlen sind, und 
dessen Determinante mod. p gleich Eins ist, heisst ein Einheits- 
system in Bezug auf p. 

Ist 91 ein derartiges System, so gilt das Gleiche von dem reci- 
proken Systeme 91"^ (S. 27). Durch Composition mit Einheitssystemen 
mod. p bleiben die zusammengesetzten ET eines Systems 91 mod. un- 
geändert (26). 

Wir verstehen unter einer Elementartransfomuxtion a) mod. p eines 
Systems 91 die Multiplikation einer Brcihe desselben mit einer Zahl, 
die mod. p gleich Eins ist; multiplicirt man eine Reihe von 91 mit 
einer mod. p ganzen Zahl und addirt (subtrahirt) sie von einer 
parallelen Reihe, so soll diese Operation als eine Elementartrans- 
formation c) von 91 mod. p bezeichnet werden. Vertauschungen 
paralleler Reihen heissen Elementartransformationen b). Vergl. 27. 
Dwrch Elementartransformationen mod. p werden die zusammengesetzten 
E T eines Systems 91 mod. p nicht geändert. Denn diese Umformungen 
eines Systems 91 sind gleichbedeutend mit der Composition von 91 
mit gewissen Einheitssystemen mod. p. (Siehe oben.) Durch Elementar- 
transformationen b) werden die zusammengesetzten ET von 9i Oberhaupt 
nicht geändert. 

108. Nun sei ein System 

l<hi «12 • • • ^i»\ 



m 



: 



,; 



vom Range r gegeben; durch Elementartransformationen b) bringen 
wir an Stelle von ai^ ein Element, welches in allen übrigen Elementen 
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mod. p enthalten ist, wo wieder p eine beliebige Primzahl bedeutet^ 
das neue System bezeichnen wir wieder, wie das ursprüngliche. Nun 
multipliciren wir die erste Spalte in 9t mit der mod. p ganzen 

Zahl ^ und subtrahiren sie yon der zweiten Spalte. Durch diese 

Elementartransformation c) mod. p erhalten wir ein zu St mod. p 
äquivalentes System, m welchem das zweite Element der ersten Zeüe 
NuU ist. Auf analoge Weise machen wir aJle Elemente der beiden 
ersten Reihen ausser o^^ zu Null, wenden dann dasselbe Verfahren auf 
das System an, welches aus dem umgeformten 8t durch Weglassen der 
beiden ersten Reihen entsteht, und gelangen schliesslich zu einem 
Diaganalsysteme (28), in welchem die r ersten Elemente d^, d^^ , . ^d, 
nicht Null sind, die übrigen aber verschwinden, und in welchem. c2^ 
durch c?^__i (p =» 1, 2, . . . r) mod. p theilbar ist. Durch Elementar- 
transformationen a) endlich machen wir das letztere System zu 

p^ . 



®- 



p^ 
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Die Exponenten e sind 



wo p'^ durch p'p~^ (p — 1, 2, ... r) (heilbar ist 
negative oder positive ganze Zahlen oder auch NuU. 

Für dieses System 2) findet man nun höchst einfach (28) 

Nun sind aber 9t und 2) äquivalent mod. p; also sind die Diagonal- 
elemente in 2) hez. dem ersten, zweiten, . . . nf^ ET von ?ft gleich bez: 
mod. p gleich; diejenigen Potenzen p^Qy deren Exponenten nicht Null 
sind, stellen die einfachen ET von 9t in Bezug auf die Basis p vor. 
Nach dem eben Gesagten ist mod. p 

^,(9t)-p'e (p-l,2,...r); 

nun ist aber p*^ durch p*(»-i theilbar; also ist i?^(9t) durch £'^_i(9t) 
mod. p theilbar; p war aber eine beliebige Primzsjil. Daher ist jE/^(9t) 
durch JB^-.i(9t) für p -= 1, 2, . . . r theilbar. Der FundamentälscUz I 
gut mühin auch für Systeme 9t at^s rationalen Zahlen. 

Ist ein System 9t in die Theile 9t^ und 91^ zerlegbar, so kann 
man auf Grund der soeben entwickelten Methode 9t, 91^, 9t2 in mod.p 
äquivalente Diagonalsysteme 9t, 9ti, 9t2 verwandeln, derart, dass die 
Diagonalelemente von 9t|, ^, 9t bez. den zusammengesetzten ETn 
von 9ti, 9t2, 9t mod. p gleich sind (32). Bestimmt man nun die ET 
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von 91 in Bezug auf p, so erkennt man^ dass die ET von 81^ und ätj 
in Bezug auf p zusammengenommen gerade die ET von 9% in Bezug 
auf p ausmachen (31 ^ 32). 9t , 9l| und 9^2 besitzen aber mod. p die- 
selben ET^ wie 9t, 9ti und ^^ p ist eine beliebige Primzahl^ daher 
sind die ET von 91 diejenigen von 9t| und fH^ zusammengenommen. 
Der Sats V in 92 gut sonach cmch für Systeme 91 der hier be- 
trachteten Art. 

109. 91 bedeute wieder ein System aus n' ganzen oder gebrochenen 
rationalen Zahlen, ® aber ein System aus n' nur ga/men Zahlen, 
öemäss der symbolischen Gleichung (11) 

(1) «-91® 

entstehe durch Composition der Systeme 9t und ® ein System 9t. 
9t ist Vielfaches von 9t (106), es ist aber auch jeder zusammengesetzte 
E T von 9t Vielfaches des entsprechenden zusammengesetzten JE Ts von 91.°^ 
Um dieses zu beweisen**, verstehen wir unter p wieder eine 
beliebige Primzahl und verwandeln durch Elementartransformationen 
in Bezug auf p imser System 9t in ein mod. p äquivalentes Diagonal- 
system Z) von der in 108 beschriebenen Art. Man hat dann mod. p 

E^(m) - Ej(S)) - iJ«? ((► = 1, 2, . . . r), 

weim 9t vom Range r ist. 

S) geht aus « durch Composition mit Einheitssystemen (Ej, 6^ 
in Bezug auf p hervor; es sei abo etwa 

(2) a)««i9t(S2. 
Wegen (1) und (2) ist dann 

oder, wenn noch /« ./« ä 

' @,-*® = $ 

gesetzt wird, 

(3) ä « S)©. 

Dabei ist $ ein System aus mod. jp ganzen Zahlen, da die Elemente 
von ® absolut, die von (S^^ mod. p ganz sind. 

^ Nun ist aber nicht nur 50 zu 9t, sondern wegen S) — (Ej 9t auch 
S) zu 9t mod p äquivalent. Daher ist mod. p fQr p » 1, 2, . . . n 

-B^(S))-C^(9t), E^{^^E^{W). 

Kann man nun zeigen, dass mod. p E^(^) Vielfaches von E^(^) ist, so 
ist also auch dargethan, dass mod, p £^(9t) Vielfaches von ■E^^(9t) ist, 
und damit, da p eine beliebige Primzahl war, unser Satz bewiesen. 



* DaBs D^(9{) Vielfacher von D J9i) ist, ist fast selbstverständlicb (24). 
** Zum folgenden Beweise vergl. Frobenius, SB 1894, S. 42—43. 
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Um nun zu zeigen, dass ^^(S)) Vielfaches von E^(^) ist mod. p, 
verfahren wir so: wir bezeichnen die Elemente von ^ mit hik, setzen 
also etwa y^^ ...Ä^^ 



§ 



dann wird wegen (3) 



ÄäI . . . ä 



an 






S) = 



Der Rang r' von ^ ist < r. Bedeutet q eine der Zahlen 1, 2, . . . r'y 
so wollen wir unter Sq eine Subdeterminante q^^ Orades des Systems 
S) verstehen. Enthält 8^ die a% b^, . . . m^ Zeile von S); und ist 
a <&<•••< m, so ist a > 1, 6 > 2, . . . w > (>; daher mrdf^a durch 
|i^, |)*6 durch p^, . . . j/m durch p^e theilbar sein, weil €, < 6^ < • • • < Cr 
ist (106). In der Determinante Sq sind daher, weil die htk mod. j? ganze 
Zahlen sind, alle Elemente der ersten Zeile durch p^^ der zweiten durch 
p^y . . . der p*^ durch jp*^ theilbar mod. p. Führt man diese Divisionen 
aus, so erhält man eine Determinante 22^, welche die der Determinante 8^ 
entsprechende redudrte Determinante genannt werden soll. Die Elemente 
von B^ sind mod«j7 ganze Zahlen, und es ist 

Jetzt denken wir uns fär ein bestimmtes q alle zu den 8^ gehörigen 
reducirten Determinanten R^ hingeschrieben und bezeichnen den grössten 
gemeinsamen Theiler aller Determinanten E^ mit D^. Dann hat man 



I>^W 



för p « 1, 2, . . . r\ Daher ist 

1/p — 1 



jÄ-f^-f h*, 



Entwickelt man aber oine der Determinanten R^ nach den Subdeter- 
minanten der Elemente der let0ten Zeile, so enthält jedes Glied des 
Aggregats eine reducirte Determinante 12^— i als Faktor; die betrachtete 
Determinante ist also durch D^^i mod. p theilbar, da ihre Elemente 
mod. p ganze Zahlen sind. Alle Determinanten R^ sind durch D^— i 
theilbar mod. p, also ist es auch ihr grosster gemeinschaftlicher 
Theiler D^, d. h. es ist 
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eine med. p ganze Zahl. Nun ist aber mod. p 

JE? (3)) . ^ 

also ist ;g^7sr eine mod. p ganze Zahl, w. z. b. w. — 

Wären wir statt Yon der Gleichung (1) von der Gleichung 

ausgegangen, so wären wir zu demselben Resultate gelangt. 

Sind nun @, ^, . . . 2, äK . . . Systeme aus ganzen Zahlen, und 
besteht eine Gleichung 

» = ®©... «SSW..., 
so folgt aus ihr eine Gleichung 

wenn 9(»@$...y93»2ä)t... gesetzt wird. SBi und 93 sind Systeme 
aus ganzen Zahlen. Daher ist nach dem Vorhergehenden ^^(9193) Viel- 
faches von E^(^)j^ i;^,(a«85) Vielfaches von JB^(9ia5), und folgUch 
-B^(«8fl»)--E^(«) Vielfaches von £^(8l). Also gilt der Satz (106): 

Ist ein System 91 Vielfaches eines Systems 9t, so ist jeder eur 
sammengesetsfte Elementarlheiler von 9t Vidfaches des entdeckenden ist^ 
sammengesetsften ElementarÜmlers von 91. 

Der Satz bleibt seiner Herleitung nach übrigens auch giltig, 
wenn man f&r „Vielfaches^' überall „Vielfaches mod. j>^' schi^eibt. 

HO. Vorstehende Entwickelungen über Systeme aus ganzen oder 
gebrochenen Zahlen bleiben vollständig bestehen, wenn man unter 91 
ein System aus ganzen oder gebrochenen Funktionen einer Variabden, 
unter p eine lineare Funktion versteht. Auch hier können die zu- 
sammengesetzten ET mit Hilfe des Euklidischen Theilverfahrens, also 
rational bestimmt werden. 

Dieses letztere bleibt zwar nicht mehr richtig, wenn man unter 9t 
ein System aus ganzen oder gebrochenen Fwnktionen mehrerer Variabden 
oder OMS ganzen oder gdyrochenen Grössen eines Körpers von Zahlen 
oder Fwnktionen^ unter p eine irreducibele Funktion bez. einen wirklichen 
oder idealen Primtheiler versteht, im Uebrigen aber bleibt aUes wörUich 
bestehen. Als besonders wichtig wollen wir obigen Satz über componirte 
Systeme noch in seiner ganzen Allgemeinheit aussprechen. Er lautet: 

XLI. Ist ein System 9t aus ganzen oder gebrochenen Grossen 
eines Körpers von algebraischen Zahlen oder Funk- 
tionen Vielfaches eines Systems 9t gleicher Art, so ist 
jeder zusammengesetzte Elementartheiler von M Viel- 
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faches des entsprechenden zusammengesetzten Elemen- 

tartheilers yon 9t* 
Dieses Theorem ist mtr dann umkehrbar, wenn die Systeme 91 
und 9i aus h/uter ganzen Zahlen oder gansien Funktionen einer Variabden 
bestehen (29 , 34). In aUen anderen Fällen ist dasselbe^ wie man 
nach Analogie der Ausführungen in 29 höchst einfach nachweist, nur 
mod. p umkehrbar, wo p eine irreducibele Funktion bez. einen wirk- 
lichen oder idealen Primtheiler vorstellt. Man kann also in diesen 
Fällen nur sagen: Ist der q^ ET von W Vielfaches des q^"" ET von 91, 
so ist mod. p 9t ein Vielfaches von 9t, wo jp einen beliebigen Primtheiler 
vorstellt. Es besteht also hier eine Lücke, deren Ausfüllung als sehr 
wunschenswerth erscheint. 

Das Theorem XLI findet wichtige Anwendungen in der Theorie der al- 
gebraischen Funktionen.** Ueberhaupt aber sind die in diesem Paragraphen 
dargelegten Methoden diejenigen, welche sich für die Weiterentwickelung 
der Theorie der Elementartheiler von ausschlaggebender Bedeutung er- 
weisen dürften. 

Anhang. 

Zu Artikel 72. 

Es sei S eine symmetrische, T eine aüemirende bilineare Form 
von je 2n Variabelen, \X^8 + X^T\ = Q, 

und es bestehe die lineare Relation 

zwischen den U., in welcher die a. vom Orade g in Xil^^ seien. 
Dieselbe geht, wenn wir in ihr 

setzen, in eine Relation 

zwischen den V^ über; die a[ sind ebenfalls vom Grade g in A^ | X,. 
Daraus folgt unmittelbar, dass für eine singulare Schaar Ji^S + X^T 
die Mtnimalgradzahlen mi und fhi (S. 108) übereinstimmen. 

Es bedeute S^ eine Subdeterminante q^^ Grades von \X^8 + X^T\. 
Durch die Substitution X^^ X^, 'k'™ "" ^^ 8^^* ^? "^ ®^^® andere Sub- 
determinante Q^^ Grades von \Xy^S + X^T\ über. Tritt daher der lineare 

• Vergl. Hansel, Crelle'g Joum. (94) Bd. 114, S. 109 ff. und (96) Bd. 116, 

S. 269 — 260. Obiges Theorem schliesst das Theorem II des Artikels 8 als Specialfall 

in sich. Die Sätze 1) and 2) in 5 kann man auch für Systeme der in obigem Theoreme 

beschriebenen Art beweisen. Vergl. Hensel, Grelle 's Joum. (94) Bd. 114, S. 26 ff. 

** Vergl. den Schluss der Einleitung dieses Buches. 
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Theiler a X^ + 6 Xj, (a »{» 0, b -|» 0) in allen 8g zur Potenz l auf^ so sind 
auch alle 8g durch (aX^ — bX^)^ theilbar. Hieraus folgt^ dass jedem 
ET (al^+bX^y ein ET (al^—bX^y des Systems von \X^8 + X^T\ 
entspricht. Mithin lautet unser Theorem XYII^ S. 140 vollständig so: 

XVn. Ist 8 eine symmetrische, Teine alternirende bilineare 
Form von je 2n Yariabelen, so stimmen 

(bei \X^8 + X^T\ = 0) 
die Minimalgradzahlen mi und m^ der Schaar X^8 + X^T 
überein; es entspricht ferner jedem Elementartheiler 
(aXi + bX^Yj wenn a »]=» 0, 6 «|» ist, ein Elementartheiler 
(aX^ — bX^y des Systems von \Xj^8 + X^T\] die Elementar- 
theiler desselben von der Gestalt Xl'^ und il|'+^ aber 
sind stets paarweise vorhanden. 
Ist nun Ä eine beliebige bilineare Form von 2n Yariabelen, so setzt 

^^^» X^A + X^A'^X\8+X'^T 

wird, und folgert das Theorem XIX, S. 145 unmittelbar aus XVII oben. 
Indem man femer von dem Schema S. 140 ausgeht, bildet man 
Formen S« «. T^ 4. 7'® J.<> « T" — T^ 

u. S.W.; hier ist immer die erste eine symmetrische, die zweite eine 
aUemirende Form. Die Schaar X^ 8^ + X^A^ besitzt nur eine Er onecker- 
sehe Invariante nf « iij » 2m,+ 1^ ihr Eoefficientensystem keinen ET. 
Dies folgt aus dem S. 146 unter 1. Gesagten, da fÜ| 

*i ■* ^i + ^if ^1 "■ ^1 ~ ^1 
X^8?+X^AS^X[T?+X'^Tl^ 
wird. Analog erkennt man, dass die Determinante der Schaar 
X^8a+X^Aa die ET 

[Ai(l + c) + A,(l -~ c)]S [A,(l + c) - A,(l - c)ya 

besitzt, wo 1 + c =|= 0, 1 — c »[- ist. U. s. w. 

Daraus geht hervor, dass man Schaaren Xi8 + X^T^ mit symmetri- 
schem 8 und ältemirendem T bilden kann, welche von einer gegebenen 
Anzahl von Yariabelenpaaren abhangen und — im Sinne des Theorems 
XVII oben — vorgeschriebene Eronecker'sche und Weierstrass'sche 
Invarianten besitzen (vergl. S. 147). Man erkennt dann weiter, dass 
obige Schaaren A^Sf + ^^-4?, Xi8a+ A,-4oU.s.w. bei congruenter Trans- 
formation der Yariabelen irreducibel sind. (Vergl S. 147— 148.) Damit 
ist denn schliesslich die BeduJction einer 8chaar Xi8 + X^T bei con- 
gruenter Transformation der Variabden wegen des Satzes 18) S. 135 
vollständig erledigt. (Vergl. S. 148.) 



Index. 



Die Zahlen besieben ilch »nf die Seiten. 



Absolute Invarianten einer CoUineation 

806. 
Adjangirte Form 27. 
Aehnliche Formen 29, 80, 162 ff. ; — Snb- 

stitutionen 167. 

— orthogonale Formen 176. 
Aequivalenz von Formen mit ganzzahligen 

Eoefficienten 46 ff., 68; — von Formen, 
deren Koef&cienten ganze Funktionen 
einer Variabelen sind 68 ff.; — von 
Formenschaaren 66, 68, 110, 118, 123, 
182 u. 8. w. 

— von Systemen aus ganzen Zahlen 
46 ff., 68; — aus ganzen Funktionen 
einer Yariab. 68 ff.; — aus ganzen 
oder gebrochenen Grössen eines 

Körpers 226 ff.; in Bezug auf 

einen Piimtheiler 226. 

— linearer Substitutionen 166, 167, 169. 
Altemirende Formen 26, 80, 184, 140, 

161, 166, Anhang. 

Baltzer 180. 

Basis eines Elementartheilers 6. 

Bild eines Systems 20, 26. 

Bilineare Formen 1, 20 ff., 48 ff. u.s.w.; 

— a*M» Grades 69. 
Böcher 224. 
Borchardt SS, 
BrioBchi 174. 
Büschel von Formen, s. Schaar von 

Formen. 

Galb 60, 169. 

Casorati 212. 

Cauchy VII, Xm, 82, 187. 

Charakteristik einer ordinären Schaar 
von bilinearen Formen 88; — einer 
ordinären Schaar von quadratischen 



Foihnen 124; — einer singulären 
Schaar von bilinearen Formen 118; 

— einer singulären Schaar quadrat- 
ischer Formen 181; — einer Form 
mit cogredienten Variab. 148; — 
mit contragredienten Variab. 164; — 
einer Gollineation 208. 

» eines Formenpaares s. Charakteristik 
einer Schaar von Formen. 

Charakteristische Determinante (Funk- 
tion) einer Form 82; — einer linearen 
Substitution 166, 168; — einer Col- 
lineation 208. 

Christoffel 180. 

Clebsch 184. 

Cogrediente Variabele 29. 

Collineation, ordinäre 199; — singulare 
ftter Species 201; — im Träger eines 
Fundamentalraumes 207, 210. 

Componirte Systeme s. Zusammen- 
setzung. 

Congruente Formen 29, 186, 142 ff.; — 
Formenschaaren 126, 128 u. s. w., 
Anhang; — Transformationen (Sub- 
stitutionen) 29, 119ff., 127, 184f., 
Anhang. 

Coigugirte Form 24. 

Conti:^igrediente Variabele 29, 81. 

Cyklische Formen (Substitutionen) 177 ff. ; 

— primitive 177. 

Darboux X, 60. 

Definite Formen 179 ff. 

Determinante einer Schaar von Formen 

1. 4. 
Deutung der absoluten Invarianten 

einer Collineation 206 f., 214 ff. 
Diagonalsystem 60, 227. 
Differentiation von Formen 40. 

16'» 



234 



Index. 



Dingeldey 179, 180, 224. 
Duale Formen 81, 169. 

Einfacher Elementartheiler 6, 13, 226. 

Einheitssystem 46; — in Bezug auf einen 
Primtheiler 226. 

Elementare Formen mit ganzzahligen 
Eoefficienten (Systeme aus ganzen 
Zahlen) 46; — Formen (Systeme), 
deren Eoefficienten (Elemente) ganze 
Funktionen einer Variab. sind 68; — 
Formen mit cogredienten Variab. 144; 
mit contragredienten Variab. 168. 

Elementare Invarianten einer Schaar 
(eines Paares) von Formen 67. 

— Schaaren (Paare) von Formen 67, 
87, 118, 118, 124, 131. 

Elementartheiler 2 ff., 13, 36, 66 f., 
61 u. 8. w. 

Elementartransformation 48, 68, 226. 

EncyMopädie der math. Wissensch. 20, 
36. 

Enthaltensein unter einer Form 43, 52, 
68. 

Erster, zweiter, ... u. s.w. Elementar- 
theiler 6, 7, 12 f., 36, 44 u.s.w., 226. 

Exponent eines Elementartheilers 6. 

Fischer XVI. 

Formen, ordinäre 20, 118 u.s.w.; — 
singulare 20, 118 u. s. w.; — mit co- 
gredienten Variab. 29, 142 ff. ; — mit 
contragredienten Variab. 29, 162 ff. 

— , die zugleich orthogonal und al- 
temirend sind 179. 

— , die zugleich orthogonal und sym- 
metrisch sind 178. 

Formenpaare s. Paare von Formen. 
Formenschaar s. Schaar von Formen. 
Frobenius XI, XII u. s.w., 6, 6 f., 9, 20, 

38, 36, 48, 62, 64, 66, 68 f., 61, 67, 

136, 140, 160, 176, 178 f., 180, 183, 

192, 228. 
Fuchs 198. 
Fimdamentalräume (-gebilde) einer Gol- 

lineation 204. 

Ganze Funktion bilinearer Formen 24; 

— n^en Grades einer Form 32. 
Grad eines Elementartheilers 6. 



Grösster gemeinschaftlicher Theiler 
rationaler Zahlen 224; —ganzer oder 
gebrochener Grössen eines Körpers 
230 f. 

Grundformen einer Schaar 1, 4. 

Gundelfinger X, 60, 123, 126, 179 f., 192, 
223 f. 

Hamburger 60. 

Hauptunterdeterminante 14, 16, 141. 
Heffter IX, 198, 212. 
Hensel XI, XV, XVI, 7, 16, 62, 68, 224, 

281. 
Hom IX, 198. 

Jakobi Vn, 72. 

Integration eines Systems linearer 
Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koefßcienten 196 ffl 

Inverse Substitution 28. 

Jordan 60. 

Irreducibel s. elementar. 

Kanonische Form s. Normalform. 

Kantor, S. Xni. 

Küling 126, 134, 228 f. 

Klasse von Formen 46, 67, 88; s. auch 
Klassifikation. 

Klassifikation der Formen mit co- 
gredienten Variab. 148; mit 

contragredienten Variab. 164. 

— der Collineationen im Baume be- 
liebig hoher Dimension 198 ff.; 

in der Geraden 214; in der 

Ebene 216 ff. ; im gewöhnlichen 

Räume 217 ff. 

— der linearen Substitutionen 167. 

— der orthogonalen Substitutionen 173. 

— der cyklischen Substitutionen 178. 

— der Transformationen quadratischer 
Formen in sich selbst 172. 

— der Schaaren (Paare) bilinearer 

Formen 87, 118; quadratischer 

Formen 124, 133. 

— der Schaaren mit einer definiten 
Grundform 184, 187. 

Klein, F. IX, 228. 

Kronecker VH, XI u. s. w., 6, 9, 48, 60, 

93, 131 f., 140, 179. 
— - 'sehe Invarianten einer Schaar 110, 

181 ; — einer Form mit cogredienten 

Variab. 147. 



Index. 



235 



Landsberg XVI. 
Lindemann 134. 

Lineare Elementariheiler 8 f., 12, 36, 
92 f., 124, 187 fF. 

— Substitution (Transformation) 28. 

— Transformationen bUinearer Formen 
in sieb selbst, unbeschränkte 160; — 
congruente 168 ff.; — — symmetri- 
scher und altemirendeir Formen 166 ff. ; 

— quadratischer Formen 172. 
Loria 224. 

Maurer X. 

Mehrfacher Elementartheiler 6. 

Minimalgradzahlen einer singulären 

Schaar 108, 118; einer Form mit 

cogredienten Variab. 147. 
Meyer, F. Vin, XIII. 
Muth 116, 217. 

Netto 168. 

Noether Vm. 

Normalform YII; — eines Formenpaares 
(einer Formenschaar) 89, 114, 124, 
183, 183, 187, Anhang; — einer Form 

mit cogredienten Variab. 148; 

mit contragredienten Variab. 154; — 
einer beliebigen orthogonalen Sub- 
stitution 173; —einer reellen ortho- 
gonalen Substitution 176; — einer 
linearen Substitution 157 f. ; — einer 
Gollineation 210. 

Normalformen der Gollineation in der Ge- 
raden 214 ff. ; — in der Ebene 215 ff. ; 

— im gewöhnlichen Räume 217 ff. 

Ordinäre Formen, Formenschaaren, 
Formenpaare s. Formen, Schaaren 
(Paare) von Formen; — Gollineation 
s. Gollineation. 

Orthogonale Form (Substitution) 30, 
172 f., 178 f.; — reelle 173 ff. 

Paare von Formen s. Schaaren von 
Formen. 

Pasch 199. 

Perspektive des Bildhauers 221; — des 
Malers 221. 

Pfaff XIV. 

Potenzen einer Form 31; — einer Sub- 
stitution 32. 

Predella 60, 159. 



Produkte von Formen 20; — von Sub- 
stitutionen 23; — von Systemen 26. 

Quadratische Formen 4, 118 ff., 129 ff., 

161, 179 ff., 195. 
Quadratwurzeln aus Formen 89, 127. 
Quotienten zweier Formen 31. 

Bang XIV, 5. 

Bationale Funktion einer Form 32. 

Reciproke Form 27. 

Beducirte Form mit ganzzahligen 
£oefficienten (— s System aus ganzen 
Zahlen) 45, 51; — s System aus 
ganzen Funktionen einer Variab. 58. 

— Form mit cogredienten Variab. 144. 
148; mit contragredienten Variab. 
153 ff. 

-T- Formenschaar (—s Formenpaar) 67, 
85, 87, 106, 124, 132, Anhang. 

Reduktion einer Form (eines Systems), 
deren Koefficienten (dessen Elemente) 
ganze Zahlen sind 48 ff.; — deren 
Eoefficienten (dessen Elemente) ganze 
Funktionen einer Variab. sind 58; — 
einer ordinären Schaar von bilinearen 

Formen 69 ff. ; von quadratischen 

Formen 121 ff.; — einer singulären 
Schaar von bilinearen Formen 93 ff. ; 

quadratischen Formen 128 ff. 

. Siehe auch Reducirte Form. 

— eines Systems aus ganzen oder ge- 
brochenen Grossen eines Körpers in 
Bezug auf einen Primtheüer 226 f. 

Reguläre Subdeterminante 6. 
Reliefperspektive 221. 
Riemann XVI. 
Rosenow 88, 148. 

Schaar von Formen 1, 4, 66 u. s.w.; — 
ordinäre 65, 118, 121 u. s.w.; — 
singulare 65, 93, 118, 128 ff. u. s.w.; 
— mit conjugirten Grundformen 
142 ff., 145; — mit altemirenden 
Grundformen 135, 142; — mit sym- 
metrischen Grundformen 118 ff., 125, 
128 ff.; — mit einer symmetrischen 
und einer altemirenden Grundform 
140 ff., Anhang; — mit einer definiten 
Grundform 180 ff., 184 ff. 

— von Gollineationen 213. 



236 



Index. 



SchiefsymmeiriBclies System (~e Deter- 
minante) 19, 85. 

Schlafli 174. • 

Schlesinger 198. 

Segre 159, 178, 200f., 205, 208,211, 224. 

Siacci XIII. 

Singulare Gebilde einer Gollineation 200. 

Singulare Form s. Form; — Formen- 
schaar (— s Formenpaar) s. Schaar; 

— Gollineation s. Ck)llineation. 
Smith XI, XIV f., 7, 13, 16, 48, 52. 
Stickelberger X, Xm, 7, 60, 185, 140, 

174 ff., 187, 189 f. 
Stieltjes xm. 

Substitution, lineare s. linear. 
Superdeterminante tO. 
Sylvester VIII, 9, 18. 
Symbolisches Rechnen mit Formen 20 ff.; 

— mit Systemen 26. 
Symmetrische Formen (bez. Systeme) 14, 

25, 118 ff., 151 u s.w. 

Systeme aus ganzen Zahlen 5, 4S ff. ; — 
aus ganzen Funktionen 5; — -^ einer 
Variabelen 58 £; — aus ganzen 
Grössen eines EOrpers 19, 224 ff.; — 
aus ganzen oder gebrochenen Grössen 
eines Körpers 224 ff. ; — aus binären 
Formen gleichen Grades 68 ff. 

— mit vorgeschriebenen Elementar- 
theilem 85 ff., 112, 128, 188, 142, 
Anhang. 



Transformation, lineare s. lineare Sub- 
stitution. 
Transponirtes System 26. 
Typen von Formen 88. 

Unimodulare Substitution 46. 

Teronese 204. 

Vertauschbare Formen 24 ; — Systeme 26. 

Vielfaches eines Systems 48, 52, 58, 

225 ; — in Bezug auf einen Primtheiler 

226 ff. 
Voss, A, Xn, xm, 224. 

Weber, E. v., 142. 

Weierstrass Vn ff., 1, 5, 7, 60, 68 ff., 
86, 93, 122 f, 179 f, 184, 195, 198. 

•— *sche Invarianten, soviel als Ele- 
mentartheiler der Determinante einer 
ordinären Schaar s. daselbst. 

-^ 'sches Theorem 60 f., 68. 

Weiler 223. 

Weyr 35. 

Zerlegbare Form (— s System) 41 ff., 

55 ff, 59, 65, 112, 227 f. 
Zusammengesetzter Elementartheiler 13, 

55, 225. 
Znsammensetzung von Formen 20; — von 

Substitutionen 28; — von Systemen 

16, 21. 



Druok Ton B. O. Teubner in Dresden. 




3 2044 079 950 705 





